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Editorial

Caros(as) Leitores(as),

temos a satisfacao de colocar em circulagao mais um

namero do jornal olimpico E Matemaética, Oxente!.

Nesta 40? edicao, a secao artigo apresenta o
estudo intitulado Contagem dupla: contando a
mesma coisa de dois modos distintos e a beleza da
Matemaética. No texto, o professor Gabriel Aratjo
Guedes, do Departamento de Matematica da Uni-
versidade Federal Rural de Pernambuco (UFRPE),
aborda como essa estratégia de contagem pode au-
xiliar na resolugao de problemas olimpicos com di-

versos graus de dificuldade.

A secao curiosidade traz a contribuicao de Luna
Gabriela Santos, aluna do curso de Licenciatura em
Matemaética da UFRPE. A autora apresenta Learn
Math & Mental Math, uma interessante ferramenta
para a aprendizagem numa perspectiva interativa e
ludica.

A secao Quem pergunta quer saber! destaca
uma questao apresentada pela Revista do Profes-
sor de Matematica (RPM, n® 50) na qual a falta de
rigor num enunciado pode levar um problema a ter

solugao indeterminada.

A Vida Secreta dos Numeros ¢ a indicagao de
leitura do professor Severino Barros de Melo, do
Departamento de Educagao da UFRPE. A obra de
divulgagao escrita pelo matemaético e jornalista aus-
triaco George G. Szpiro oferece ao leitor 50 croni-

cas que colocam em evidéncia como os matematicos

pensam e trabalham.

A secao dedicada a Problemas além de propor
alguns e resolver outros, apresenta solugoes de ques-
toes da Olimpiada Pernambucana de Matematica
2025 (nivel 2).

Na agenda destacamos uma série de importan-
tes eventos ligados a Matematica ou ao ensino de
Matematica.

A todos os leitores do E Matemaica, Oxente!,

desejamos uma exitosa conexao com o nosso traba-

lho.
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1. Artigo

Contagem dupla: contando a mesma
coisa de dois modos distintos e a

beleza em matematica.

Gabriel Araujo Guedes !

Introducao

Suponha que vocé queira saber quantas cadeiras
h& num auditério. Da para contar uma por uma.
Mas da também para contar as fileiras, contar as
cadeiras de uma fileira e multiplicar. Ninguém du-
vida que os dois ntmeros coincidem: afinal, sao as

mesmas cadeiras. Para determinar a quantidade de

pessoas numa sala, contar indistintamente ou con-
tar primeiro a quantidade de mulheres e somar com
a quantidade de homens. Como terceiro exemplo
dada uma cesta com bolas azuis e vermelhas contar
o total de bolas é o mesmo que contar a quantidade
de bolas azuis e somar com a quantidade de bolas
vermelhas.

Parece pouco, mas essa observacao ¢ o comeco
de uma técnica que resolve desde problemas de olim-
piada do nivel 1 da OBMEP até a problemas bem
dificeis da Olimpiada Internacional de Matematica
- IMO.

A ideia cabe numa frase: quando quisermos pro-
var que duas quantidades sao iguais, ou descobrir
uma quantidade desconhecida, procuramos um con-
junto de objetos que possa ser contado de dois mo-
dos distintos. Igualando as contagens, ganhamos
uma equagao de graca.

A parte dificil, e também a mais divertida, é
escolher o que contar. Por isso, ao longo do artigo

vamos insistir em duas perguntas:

O que estamos contando? E quais sao os

dois modos de contar?

Nos primeiros exemplos vamos responder a elas ex-
plicitamente. Depois a coisa fica natural e a gente
relaxa a formalidade.

O artigo sobe uma escala de dificuldade degrau
por degrau: aquecimento, tabelas e coeficientes bi-
nomiais. No fim h& uma se¢@o sobre como a técnica
costuma dar errado, outra sobre como reconhecer
quando ela se aplica, e uma lista de problemas pro-

postos.

Para aquecer

Exemplo 1.1. Mostre que

1

Solug¢ao. Todo mundo conhece o truque de Gauss

(somar o primeiro ntimero com o ultimo, o segundo
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com o penultimo, e assim por diante). Aqui vai
outro caminho.

O que contamos? Os segmentos cujos extremos
sao dois dos pontos 0,1,2,...,n da reta.

Primeiro modo: um segmento é a escolha de 2
pontos entre n + 1, e ha (”;’1) = @ escolhas.

Segundo modo: organizamos os segmentos pelo
extremo da direita. Se o extremo direito é o ponto
k, o esquerdo pode ser 0,1,...,k — 1, o que da
k segmentos. Somando de kK = 1 a n obtemos
1+2+---+n.

Sao os mesmos segmentos, logo as duas contas

coincidem. O

Figura 1.1: O caso n = 5. Cada arco escolhe dois
dos seis pontos.

Fonte: ChatGPT.

Exemplo 1.2. Mostre que 14+3+5+---+(2n—1) =
2

n°.
Solugao. Como mencionado na introdugao para
contar a quantidade de objetos numa malha retan-
gular basta contar a quantidade de objetos por linha
e multiplicar pela quantidade de colunas, nesse caso

temos n?

. Do outro, dividimos a grade em cama-
das em forma de L: a camada k ¢ formada pelos
pontos (i,7) com max(i,j) = k, ou seja, a linha
k até a coluna k mais o que sobra da coluna k.
Isso da k 4+ (k — 1) = 2k — 1 pontos. As cama-
das cobrem a grade sem repeticao, e a soma delas é

I1+3+--+(2n-1). O

Figura 1.2: A grade 4 x 4 decomposta em camadas
em forma de L. A camada k tem 2k — 1 pontos; por-
tanto, 42 =143 +547.

k =1: 1 ponto

k = 2: 3 pontos

k = 3: 5 pontos

B k=4: 7 pontos

Fonte: ChatGPT.

Vale desenhar uma grade maior, pintar as cama-
das e entender o processo. Os pitagoricos ja conhe-

ciam essa figura, e chamavam cada L de gnémon.

Exemplo 1.3. Numa festa, algumas pessoas aper-
tam as maos. Prove que o nimero de pessoas que
apertaram a mao de uma quantidade impar de pes-

soas é par.

Solugao. Vamos contar os pares (pessoa, aperto de
mao dado por ela). Se a pessoa i deu d; apertos, o
total de pares é dy + dy + - - - + d,,. Por outro lado,
cada aperto envolve exatamente duas pessoas, en-
tao é contado duas vezes nessa soma. Se houve A
apertos, o total é 2A.

Logo dy + ---+ d, = 2A & par. Observe que a
soma de uma quantidade qualquer de niimeros pa-
res é par e a soma de uma quantidade fmpar de
nimeros impares é fmpar. Logo numa soma de in-
teiros que dé par, a quantidade de parcelas impares

tem que ser par. Como querfamos. O]

Quem ja viu um pouco de teoria dos grafos re-
conhece o resultado. Pensando nas pessoas como
vértices e nos apertos como arestas, o grau de um
vértice ¢ o numero de arestas que chegam nele, e

acabamos de provar:

Lema 1.1 (Lema dos apertos de mao). Em todo
grafo, a soma dos graus dos vértices é o dobro do
numero de arestas. Em particular, o nimero de

vértices de grau impar € par.

Este resultado pode ser aplicado em muitos pro-
blemas olimpicos. Numa festa com 15 pessoas, cada
uma conhecendo exatamente 5 das outras? Impos-
sivel, porque 15 x 5 é impar.

Outras aplicacoes desse principio podem ser en-

contradas nos exercicios.

Tabelas

Muitas vezes o modo mais organizado de contar
¢ montar uma tabela. Digamos que temos objetos
de dois tipos, como alunos e clubes, e uma relacao
entre eles (“o aluno ¢ participa do clube ;7). Faze-

mos uma tabela com os alunos nas linhas e os clubes
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nas colunas, e escrevemos 1 na casa (i, j) quando a
relagao vale. O ntmero de 1’s pode ser obtido so-
mando por linhas ou por colunas, e os dois totais

sao iguais porque sao os mesmos 1’s.

Tabela 1: Tabela de incidéncia: 1 significa que o aluno
participa do clube e 0, que nao participa.

| Clube 1 Clube 2 Clube 3 Clube 4

Aluno 1 1 0 1 0
Aluno 2 0 1 1 0
Aluno 3 1 0 0 1
Aluno 4 0 1 1 1

Fonte: Elaborado pelo autor com auxilio do Chatgpt.

Isso vale para qualquer tabela de niimeros, nao

s6 de zeros e uns:
Proposicao 1.2 (Principio de Fubini). Para quais-
quer numeros reais a;;, com1l <i1<mel <j<mn,

m n

DTS

i=1 j=1 =1 i=1

Tabela 2: A Proposicao 1.2: somar primeiro as linhas
ou primeiro as colunas produz o mesmo total.

By By - B Soma
A1 ann a2 -+ Qln Zj aij
Az a2 a2

a2n ZJ azj

Am am1 am?2 amn Zj Amj

Soma Y2, ai1 35, @iz vt Do, Gin D Qi

Fonte: Elaborado pelo autor com auxilio do Chatgpt.

O nome homenageia Guido Fubini, que provou
o resultado analogo para i e j podendo tender ao
infinito. Para somas finitas nao h& nada a provar:
os dois lados somam as mesmas casas, s6 que em

ordens diferentes. A utilidade estd em saber usar.

Exemplo 1.4. Numa escola, cada um dos 30 pro-
fessores dé aula para exatamente 6 turmas, e cada
turma tem aula com exatamente 5 professores.

Quantas turmas ha?

Solugao. Vamos contar o total de aulas nessa es-
cola. Escreva ¢;; = 1 quando o professor P; da aula
na turma 7j, e 0 caso contrario. A situacao tem a

forma:

Tabela 3: A tabela do Exemplo 1.4: cada linha soma
6 e cada coluna soma 5.

Ti Ty -+ Tp Soma
Py enn ez o er
Py e21 €22 -+ ear
P3p €30,1 €30,2 - €30,T 6
Soma 5 5 .- 5 180 =5T

Fonte: Elaborado pelo autor com auxilio do Chatgpt.

Do enunciado sabemos que a soma de cada linha
é 6. Como o total de professores é 30 temos que so-
mando por linhas, obtemos 30 x 6 = 180. Também
do enunciado sabemos que cada coluna tem soma
igual a 5. Somando pelo total de colunas obtemos
5T. Logo 5T = 180 = T = 36. m

Exemplo 1.5 (OBM-09-N1f1). O professor Piraldo
aplicou uma prova de 6 questoes para 18 estudan-
tes. Cada questao vale 0 ou 1 ponto, sem pontua-
¢ao parcial. Depois da prova, Piraldo organizou as
notas numa tabela (uma linha por estudante, uma
coluna por questao) e viu que cada estudante acer-
tou exatamente 4 questoes e que cada questao teve

a mesma quantidade m de acertos. Quanto vale m?

Solugao. Vamos contar o total de pontos feito em
todas as provas. Entao tanto faz contar primeiro
o total de questoes acertadas por cada aluno e de-
pois somar tudo ou contar quantos alunos acerta-
ram cada questao e depois somar tudo.

A tabela ja veio pronta no enunciado. Ponha¢;; =1
quando o estudante F; acertou a questao @);, e 0

quando errou:

Tabela 4: A tabela do Exemplo 1.5: cada linha soma
4 e cada coluna soma m.

Soma

Q1 Q2 Q3 Qi Q5 Qs

Ei1 €11 €12 €13 €14 €15 €16

Ey €21 €22 €23 €24 €25 €26

E1s8 €18,1 €182 €18,3 €18,4 €18,5 €18,6 4

Soma m m m m m m 72=6m

Fonte: Elaboragao do autor, com auxilio do ChatGPT.
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Contando os acertos por estudante, obtemos
18 x 4 = 72. Contando por questao, obtemos 6m.
Entao m = 12. O

Observe pelos exemplos que nao contamos di-
retamente a grandeza questionada no enunciado,
contamos algo maior e a grandeza do enunciado
aparece como elementos de um conjunto ou a quan-
tidade de subconjuntos.

Vamos formalizar essa ideia como uma proposicao.

Proposicao 1.3. Se cada um dos m objetos do tipo
A estd relacionado com exatamente r objetos do tipo
B, e cada um dos n objetos do tipo B estd relaci-
onado com exatamente s objetos do tipo A, entdo

mr =mns.

Escreva €;; = 1 quando A; esté relacionado com
Bj, e 0 caso contrario. A Proposicao 1.3 fica inteira

na tabela seguinte:

Tabela 5: A tabela da Proposicao 1.3: as m linhas
somam 7 e as n colunas somam s.

B1 By --- B, Soma
A1 e11 €12 -+ €1n r
Az €21 €22 -+ €2n r
Am Eml €m2 " €mn T
Soma s § -+ S mr=nmns

Fonte: Elaboracao do autor, com auxilio do ChatGPT.

Demonstracao. Os dois lados contam os pares rela-

cionados, um por A e o outro por B. n

Os Exemplos 1.3, 1.4 e 1.5 sao casos particula-
res disso. E fascinante como bastante trabalho cabe

numa igualdade tao pequena.

Quando s6 temos desigualdades

Nem sempre a relacdo é tao regular. As vezes,
sabemos apenas que determinada quantidade é pelo
menos k. Suponha, por exemplo, que cada aluno
goste de pelo menos dois temas. Nesse caso, a con-

tagem dupla produz uma desigualdade, e podemos

utilizar o Principio da Casa dos Pombos para con-
cluir o argumento; para uma introducao a esse prin-

cipio e diversas aplicagoes, veja [10].

Exemplo 1.6. Num grupo de 25 estudantes, cada
um gosta de pelo menos 2 dentre 7 temas de estudo.
Justifique por que algum tema é apreciado por pelo

menos & estudantes.

Solugao. Contamos os pares (estudante, tema de
que ele gosta). Pelos estudantes, sdo pelo menos
25 x 2 = 50 pares. Se cada tema fosse apreciado
por no maximo 7 estudantes, terfamos no méaximo
7 x 7 =49 pares. Como 50 > 49, pelo principio
da casa dos pombos, algum tema tem pelo menos 8
fas. O

A ideia por tras é a velha histéria da média: se NV
objetos estao distribuidos em ¢ colunas, alguma co-
luna tem pelo menos N/t objetos, e alguma tem no
maximo N/t. Nem todo mundo pode estar abaixo
da média. A contagem dupla calcula o total; a mé-
dia aponta uma coluna carregada. Vamos chamar
isso de argumento da média daqui em diante.

Em muitos problemas s6 um dos sentidos é pe-
dido, mas é bom saber que o outro vem junto. O
problema da gincana, na lista final, ¢ uma oportu-

nidade de usar as duas direcoes.

Identidades binomiais sem fatorial

Lembre que (Z) conta a quantidade de subcon-
juntos com k elementos de um conjunto com n ele-
mentos. Pense em comissoes de k pessoas escolhidas
numa sala de n pessoas. Varias identidades com es-
ses nimeros, que costumam ser verificadas abrindo
fatoriais, ficam evidentes quando cada lado é lido
como uma contagem. O trabalho é descobrir qual
conjunto os dois lados estao contando.

Todas as identidades desta secao sao cléssicas.
O leitor as encontra, com demonstracoes, no Capi-
tulo 4 de [1] (Segao 4.1, sobre o tridngulo de Pas-
cal), onde recebem os nomes consagrados nos livros
brasileiros: Relacao de Stifel, Teorema das Linhas,
Teorema das Colunas e Relagao de Euler; na Secao

1.4 de [2]; e, em nivel de ensino médio, no material
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do Portal da OBMEP [3]. Aqui o objetivo nao é a

identidade em si, mas o modo de prové-la.

Exemplo 1.7. Para 1 < k£ < n, mostre que
-1

k(i) =n(y)-

Solug¢ao. Os dois lados contam comissoes de k pes-

soas com um presidente. A esquerda, escolhemos a

comissao e depois o presidente entre os £ membros.

A direita, escolhemos o presidente entre as n pes-

soas e depois completamos a comissao com k£ — 1

O

das n — 1 restantes.

Exemplo 1.8 (Relagao de Stifel). Para 1 < k <

n — 1, mostre que

n n—1 n—1
()= ()=o)
Solugao. Ja vimos no comego dessa subsecao que
(Z) conta a quantidade de subconjuntos de k ele-
mentos de {1, ...,n}. Podemos contar a quantidade
desses subconjuntos de outra maneira. Os subcon-
juntos de k se dividem em dois grupos: os que nao
contém o n, que sao (";1), e 0s que contém, que
ficam determinados pelos outros k — 1 elementos e

sao (Zj) H

Essa é a regra de formacao do triangulo de Pas-
cal, agora com uma explicacao. A prova por fatori-
ais estd em [1, Segao 4.1|; a bijetiva, como a nossa,

em |2, Secao 1.4].

Exemplo 1.9 (Identidade de Vandermonde). Mos-

k
m-+n m n
= . <
treque( i ) jEO (j)(k—j) Com 0 <

kE<m+n.

Solu¢ao. Numa sala com m homens e n mulheres,
o lado esquerdo conta as comissoes de k pessoas. O
direito conta as mesmas comissoes separadas pelo

ntmero j de homens: j homens e £—7 mulheres. [

Em [1] essa identidade aparece como Relagao de
FEuler; o nome de Vandermonde é o mais usado na li-
teratura internacional. Os dois autores a estudaram
no século XVIII, e o leitor pode escolher o padrinho

que preferir.

Exemplo 1.10 (Teorema das Linhas). Mostre que

)+ () e ()=

Solu¢ao. Vamos contar a quantidade total de sub-
conjuntos de um conjunto com n elementos. No
lado esquerdo da equacao separamos por tamanho,
isto €, todos os subconjuntos de cardinalidade 0,
todos os subconjuntos de cardinalidade 1 até to-
dos os subconjuntos de cardinalidade n. No lado
direito estamos usando o principio multiplicativo,
para cada elemento s6 temos duas opgoes ele per-
tence ou nao pertence a um determinado subcon-
junto: 2 X 2 x .-+ x 2 =2" O

Exemplo 1.11 (Identidade da bengala). Para 0 <

k < n, mostre que

) () () =G

Solugao. O lado direito conta os subconjuntos de
k + 1 elementos de {1,...,n + 1}. Separe-os pelo

maior elemento. Se o maior é m, os outros k vivem

em {1,...,m — 1}: sdo (™. ') subconjuntos. So-
mando sobre m = k +1,...,n + 1 aparece o lado
esquerdo. O

O apelido vem do desenho no triangulo de Pas-
cal: as parcelas descem por uma diagonal e o re-
sultado da uma virada no fim, como uma ben-
gala. Nos livros brasileiros ela costuma se cha-
mar Teorema das Colunas |1, 3], porque, no trian-
gulo desenhado a esquerda, as parcelas ficam numa
mesma coluna. E para £ = 1 a identidade diz que
14+2+---+n= (”'2“), que é o Exemplo 1.1. Nao
é coincidéncia: la classificamos segmentos pelo ex-
tremo direito, aqui classificamos subconjuntos pelo
maior elemento. E a mesma contagem.

Trocar “somar sobre subconjuntos” por “somar
sobre elementos” é exatamente o que fizemos com
linhas e colunas. Em nenhum desses exemplos abri-
mos um fatorial. Provas assim sao chamadas de
combinatorias, e muita gente as considera as mais
bonitas que existem, porque elas explicam por que a

identidade vale, e nao apenas que ela vale. Na lista
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final, duas identidades ficam para o leitor testar esse

ponto de vista sem rodinhas auxiliares.

O mesmo movimento, numa IMO

Exemplo 1.12 (IMO 1987, Problema 1). Uma per-
mutagao de {1,...,n} é uma bijecdo o do conjunto
nele mesmo, e i ¢ um ponto fizo de o se o(i) = i.
Seja p,(k) o nimero de permutagdes com exata-

mente k pontos fixos. Verifique que

Z k- pn(k) =nl.
k=0

Solugao. Contamos os pares (i,0) em que ¢ é ponto
fixo de 0. Agrupando pelas permutagoes: as que
tém k pontos fixos contribuem com k pares cada,
num total de >, kp,(k). Agrupando pelos elemen-
tos: para cada i, as permutagoes que fixam ¢ emba-
ralham livremente os outros n — 1 elementos, e sao
(n — 1)!. Somando sobre os n valores de i da n!.

Para n = 3, a contagem aparece inteira na ta-
bela abaixo. A coluna abc representa a permutagao
o(l)=a, 0(2)=b, 0(3) =c.

Tabela 6: Exemplo 1.12 para n = 3: linhas contam
permutagoes que fixam ¢ e colunas, os pontos fixos de
cada permutacao.

|123 132 213 231 312 321 Soma

i=1] 1 1 0 0 0 0 2
1=2 1 0 0 0 0 1 2
1=3| 1 0 1 0 0 0 2

Soma | 3 1 1 0 0 1 6

Fonte: Elaboracao do autor, com auxilio do ChatGPT.

]

Observe que precisamos de pouquissimas linhas
para resolver essa questao. Muitos participantes da-
quela IMO foram pelo caminho pesado, calculando
cada p,(k) por inclusdo-exclusdo. Escolher o que

contar poupou todo esse trabalho.

Uma armadilha

Toda técnica tem seu modo de dar errado. O

erro classico da contagem dupla é contar, sem per-

ceber, dois conjuntos um pouco diferentes. Segue

uma “prova”’ com defeito.

Exemplo 1.13. Afirmagao (falsa): numa sala com
n pessoas e A pares de amigos, a soma dos nimeros
de amigos de cada pessoa é A.

“Prova”: contamos as amizades. Por pessoas,
di+---+d,. Por pares, A. Logo d, +---+d, = A.

Onde esta o erro?

O lado esquerdo conta pares ordenados (pessoa,
amigo dela): a amizade entre Jodo e Maria entra
uma vez na parcela de Joao e outra na de Maria. O
lado direito conta pares nao ordenados. A conclu-
sao certa é d; + --- 4+ d,, = 2A, o lema dos apertos
de mao.

Fica a licao pratica: antes de igualar, escreva
por extenso o conjunto que esté contando e confira
que cada objeto foi contado o mesmo ntimero de ve-
zes nos dois lados. Trés lugares onde isso costuma
falhar:

1. ordenado contra nao ordenado: pares (a,b)

sdo o dobro dos pares {a, b};

2. multiplicidade escondida: um objeto contado
varias vezes de um lado (cada aresta mnos
graus, cada lado de pega nas costuras) e uma
s6 do outro. O fator 2 nao é inimigo, mui-
tas vezes é justamente a informacao util, mas

precisa ser visto;

3. casos de borda: o subconjunto vazio, o vértice

isolado, o termo k = 0 de uma soma.

Testar a identidade obtida para n = 1,2,3 evita

muita dor de cabeca.

Como identificar uma contagem
dupla
Nao ha receita infalivel, mas alguns sinais no
enunciado ajudam:
e “cada X esta relacionado com exatamente k

Y”: conte os pares relacionados dos dois lados;

e uma identidade com binomiais: pergunte o

que cada lado conta antes de abrir fatoriais;
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e “prove que existe algum... com pelo me-

7

nos...”: conte o total e use a média;

e somas com jeito de tabela (tabuadas, pontu-
agoes, somas duplas): some por linhas e por

colunas;

e paridade de uma quantidade global: conte in-
cidéncias, e o fator 2 que aparece de um lado

é a fonte da paridade.

Problemas propostos

Em ordem aproximada de dificuldade; os lti-
mos vém de competicoes de alto nivel. Mandem

solugoes para o jornal!

Problema 1.1. Numa cidade ha 57 linhas de 6ni-
bus. Cada linha passa por exatamente 8 pontos,
e cada ponto é servido por exatamente 3 linhas.

Quantos pontos de 6nibus ha na cidade?

Problema 1.2. Numa turma, cada aluno participa
de exatamente 2 clubes, e cada clube tem exata-
mente 12 alunos. Se ha 8 clubes, quantos alunos

tem a turma?

Problema 1.3. Num clube, cada membro pertence
a exatamente 3 comissoes e cada comissao tem exa-
tamente 3 membros. Prove que ha tantos membros

quanto comissoes.

Problema 1.4. Numa conferéncia, cada partici-
pante conhece exatamente 3 outros (conhecimento
¢ mutuo), e ha 45 pares de conhecidos. Quantos sao

os participantes?

Problema 1.5 (OBM). Em um ano, no maximo

quantos meses tém cinco domingos?

Problema 1.6. Num campeonato de n times, to-
dos contra todos e sem empates, a soma das vitérias

de todos os times foi 66. Determine n.

Problema 1.7. Dez times jogam entre si uma vez.
Vitoria vale 3 pontos, empate vale 1 para cada lado,
derrota vale 0. No fim, a soma dos pontos de todos

os times foi 130. Quantos jogos empataram?

Problema 1.8. Numa gincana com 12 equipes e 6
provas, cada equipe participa de exatamente 3 pro-
vas. Mostre que alguma prova retine pelo menos 6

equipes, e alguma retine no méaximo 6.

Problema 1.9 (OBM). No trimin6é marciano, as
pecas tém 3 ntumeros cada (diferente do domino6 da
Terra, onde cada peca tem apenas 2). Os nimeros
também variam de 0 a 6, e para cada escolha de 3
nimeros (nao necessariamente distintos) existe uma
e somente uma pega com esses 3 numeros. Qual é
a soma dos nimeros de todas as pecas do triminé

marciano?

Problema 1.10. Contando comissoes com presi-
dente e vice-presidente (cargos distintos), prove que,
para 2 < k < n,

k:(k:—l)(Z) :n(n—1)<z:§>.

Problema 1.11. Mostre que

” k " =n-2" L
>(y)
k=1

Problema 1.12 (Identidade de Lagrange). Usando
a identidade de Vandermonde com m = n = k,

prove que

2 2 2
n " n T n\" _ 2n
0 1 n nj)
Problema 1.13. Some os elementos de cada um

dos 2" subconjuntos de {1,2,...,n} e depois some

tudo. Que valor se obtém?

Problema 1.14. Cada aluno de uma turma de 32
estudantes resolveu exatamente 5 das 8 questoes de
uma prova. Prove que alguma questao foi resolvida

por pelo menos 20 alunos.

Problema 1.15. Sete amigos trocaram cartas nas
férias. No fim, cada um tinha enviado cartas para
exatamente trés dos outros, e recebido cartas exata-
mente dessas mesmas trés pessoas. Mostre que isso

é impossivel.
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Problema 1.16 (OBM). Um album de 2011 figu-
rinhas esté sendo colecionado por 33 amigos. Uma
distribuicao de figurinhas entre eles é incompleta se
existe alguma figurinha que nenhum dos 33 tem.
Determine o menor m com a seguinte propriedade:
toda distribuicao em que, para quaisquer dois dos
amigos, faltam a ambos pelo menos m figurinhas

em comum, é incompleta.

Problema 1.17 (EUA). Seja A um conjunto com
225 elementos e sejam Aq, ..., A1 subconjuntos de
A com |A;| =45 e |A; N A;| =9 para i # j. Prove
que |A; U---U App| > 165 e dé um exemplo com
igualdade.

Problema 1.18. Numa sala h& n pessoas, e quais-
quer duas tém exatamente um amigo em comum.
Prove que existe uma pessoa amiga de todas as ou-
tras. (E o Teorema da Amizade, de Erdss, Rényi e

S6s.)

Dicas

S6 depois de tentar de verdade.

1.1, 1.2 e 1.3. Proposicao 1.3.
1.4. Use o lema dos apertos de mao.

1.5. Conte os domingos do ano de duas formas:
quantos pode haver no maximo, e quanto cada

més contribui (4 ou 5).
1.6. Cada jogo produz exatamente uma vitoria.

1.7. Conte os pontos distribuidos pelos jogos; um
empate distribui um ponto a menos que um

jogo com vencedor.

1.8. Conte os pares (equipe, prova) e compare cada

coluna com a média.

1.9. Conte quantas vezes cada numero de 0 a 6
aparece no total das pecas. Por simetria é

0 mesmo para todos.

1.10. Exemplo 1.7, escolhendo os dois cargos pri-

meiro.

1.11. Conte comissoes com presidente, de qualquer

tamanho.
1.12. (Z) = (n’_‘k); comissoes de n pessoas num

grupo de n homens e n mulheres.

1.13. Troque “somar sobre subconjuntos” por “so-

mar sobre elementos”. Cada elemento per-

tence a quantos subconjuntos?

1.14. Pares (aluno, questao resolvida) e o argu-

mento da média.

1.15. Lema dos apertos de mao.

1.16. Pense nas figurinhas que faltam e conte as
triplas (figurinha, dupla de amigos a quem
ela falta). Se a distribui¢ao fosse completa,
cada figurinha faltaria a no méximo 32 ami-
gos; compare esse teto com o que as duplas

garantem.

1.17. Tabela com 11 linhas e uma coluna por ele-
mento da uniao; conte pares de 1’s numa
mesma coluna. Por linhas da 9(121); por colu-
nas use que (;) é convexa. Para a igualdade,

note que (131) = 165.

1.18. Conte de dois modos os caminhos de amizade

de comprimento 2.

Para terminar

Contagem dupla é mais um habito do que a ha-
bilidade de usar determinado teorema. Diante de
um problema de contagem, de uma identidade mis-
teriosa ou de um “prove que existe”, a pergunta é
sempre a mesma: o que estou contando, e de quais
dois modos? Com prética, o leitor vai comegar a
ver tabelas escondidas em enunciados que nao fa-
lam em tabela nenhuma. Quem quiser ir além en-
contra uma secao inteira dedicada a contagem dupla
no Capitulo 2 de [2|, dezenas de problemas resolvi-

, 0,

e no capitulo “Pigeon-hole and double counting” de

dos nos materiais das Semanas Olimpicas [/,

Aigner e Ziegler [11] vé a técnica trabalhando em

matematica de pesquisa.
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2. Curiosidade

Learn Math & Mental Math: Uma
Ferramenta de Aprendizagem

Matematica com jogos interativos

Luna Gabriela Ramos de Oliveira Santos 2

A matematica é frequentemente vista pelos es-
tudantes como um grande desafio durante a vida
escolar e académica. Mas, e se existisse uma ferra-
menta de aprendizagem matemaéatica que permitisse
praticar diferentes contetidos diretamente no seu ce-
lular? Essa é a proposta do aplicativo Learn Math
& Mental Math (ou “Jogos de Matematica & Fra-
¢oes” no Brasil).

Desenvolvido pela AdamSoftware, a ferramenta
oferece uma ampla variedade de desafios matema-
ticos, desde o ensino fundamental, com fracoes, até
integrais, no ensino superior, ou seja, se vocé esté lu-
tando para lembrar como somar fragoes ou até para
resolver uma integral, talvez o Learn Math seja uma
6tima opg¢ao para voce.

Além disso, o aplicativo possibilita que vocé es-
colha a série ou nivel académico (ensino fundamen-
tal I até o ensino superior), o conteido do desafio
e o nivel de dificuldade. E nao para por ai, antes
de iniciar o desafio vocé pode acessar um resumo-
aula para recordagao e fixagao do tema; cada licao
resolvida ird acender uma ofensiva diaria e receber

recompensas como diamantes ou conquistas e caso

2Discente do Curso de Licenciatura em Matematica da Universidade Federal Rural de Pernambuco e monitora voluntaria

do jornal E Matematica, OXENTE!
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cometa algum erro, mais do que indicar que a solu-
¢ao esta errada ele apresenta a resolugao da questao,
transformando o erro numa possibilidade de revisar
o raciocinio e compreender onde estéa a dificuldade.

O aplicativo também oferece opc¢ao de apoio
como uma calculadora multifuncional, a funcao de
fazer anotacoes na tela e, além disso, alguns jo-
gos que estimulam o raciocinio 16gico como Sudoku,
4096 e Blocos Logicos.

Mas talvez uma das caracteristicas mais interes-
santes do Learn Math seja justamente sua proposta:
aprender matematica por meio de desafios curtos
e interativos. Se a dinamica parece familiar, nao
é por acaso. A experiéncia é muito parecida com
aplicativos populares como o Duolingo®, que usam
estratégias da abordagem gamificada de aprendiza-
gem, tornando o processo mais divertido e ludico.
Se a proposta despertou sua curiosidade, o aplica-

tivo ¢ gratuito e esté disponivel para Android [1] e

i0S [2).
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3. Indicacao de leitura

A vida secreta dos niimeros

Severino Barros de Melo*

3 Aplicativo de aprendizagem de idiomas.

Na literatura envolvendo Matematica, podemos
considerar dois tipos de publicacgoes: aquelas de Ma-
tematica e aquelas sobre Matematica. As primei-
ras sao de cunho técnico, como, por exemplo, um
livro didatico, abordando algum ramo dessa cién-
cia. As segundas, geralmente escritas por matemé-
ticos, trazem consideracoes, reflexoes e pontos de
vista acerca dessa ciéncia e desempenham um papel
muito importante, contribuindo para uma compre-
ensao cada vez maior do que vem a ser a Mateméa-

tica.

E nesse segundo tipo que se enquadra grande
parte das indicacoes de leitura do E matemdtica,
oxente!l. De fato, ja sao vinte e dois os titulos indi-
cados desde a primeira edi¢ao, propiciando aos lei-
tores uma visao sempre mais ampla e aprofundada
da Matematica. Para esta edigao, elegemos como
indicacao de leitura A vida secreta dos nimeros, es-
crito por George G. Szpiro e publicado pela Zahar
Editores.

O autor é um matematico e jornalista austriaco
de origem judaica, nascido em Viena, na Austria,
em 1950. Estudou na Suiga, no Instituto Federal de
Tecnologia, fez M.B.A. na Universidade de Stanford
e Ph.D. em Matematica Econdmica na Universidade
Hebraica, onde lecionou. Além dessa instituicao, foi
professor na Wharton School e na Universidade de
Zurique. Como jornalista, foi correspondente de um
jornal suico em Israel. Publicou, dentre outros li-
vros, A Conjectura de Poincaré e A Conjectura de

Kepler.

A vida secreta
dos niimeros

Na apresentacao de A wvida secreta dos nime-

4Professor do Departamento de Educacio da UFRPE e colaborador do jornal E matematica, Oxente!
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ros, o editor destaca que “a maioria das pessoas
tem pouca noc¢ao do que fazem os matemaéticos ou
de como pensam. Frequentemente é dificil perceber
como esse trabalho enigmatico e obscuro se aplica
a nossa vida cotidiana. No entanto, a Matematica
exerce um fascinio especial sobre muitas pessoas.
Somos atraidos por sua beleza inerente e fascinados
por sua complexidade, mas muitas vezes intimida-
dos por sua suposta dificuldade”. Por esta razao, o
editor considera que o livro em tela desperta o leitor
para o lado encantador e até mesmo excéntrico da

Matemética.

O livro em destaque traz, nas suas 272 paginas,
na visao do autor, “b0 deliciosas croénicas sobre como
trabalham e pensam os matematicos”. A obra estéa
estruturada em seis partes: curiosidades histoéricas,
conjecturas nao provadas, problemas nao soluciona-
dos, personalidades, temas concretos e abstratos, e

pot-pourrt interdisciplinar.

Para além das cinco primeiras partes, merece
destaque, pela atualidade da proposta, a sexta
parte, dedicada a interdisciplinaridade, fazendo eco
ao jargao “a Matematica estd presente em tudo”.
De fato, o Pot-pourri interdisciplinar aborda, em
dezessete cronicas, as conexoes da Matematica com
o Direito, as Ciéncias Politicas, os Seguros, a Lin-
guistica, a Botéanica, a Ciéncia da Computagao, a
Geografia, a Fisica, a Economia, a Criptografia, as
Financas, a Teoria da Evolucao, as Neurociéncias e

a Teologia.

O livro foi finalista, em 2005, do Prémio Descar-
tes para pesquisa e divulgacgao cientifica, da Comis-
sao Europeia, e selecionado para o Clube do Livro
da Scientific American. A Publishers Weekly, tradi-
cional revista e portal de noticias norte-americano
dedicado ao mercado editorial, considerou o livro

“leve, divertido e interessante”.

Portanto, A vida secreta dos niimeros é uma im-
portante indicagao para uma biblioteca dedicada a

obras sobre Matemética.

4. Quem pergunta, quer saber!

Revista do Professor de Mateméatica
(RPM n® 50, 2002)

Severino Barros de Melo®

Na presente edicao, continuamos pesquisando
questoes interessantes na Revista do Professor de
Matemdatica (RPM). Na edi¢ao n.? 50, a revista co-
menta sobre o pedido de dois leitores acerca de uma
questao de geometria plana. Sabemos que, na Ma-
tematica, em se tratando de problemas, um aspecto
muito importante é o rigor no enunciado, sob pena
de nao encontrarmos uma resposta tinica para o pro-
blema proposto. Tal fato se verifica na questao que
escolhemos para esta edi¢ao. De fato, a RPM inti-

tula a pergunta de ‘“Teste ‘furado’?”

Pergunta

Dois leitores distintos, em datas distintas, pedi-

ram a solugao do mesmo teste:

Um triangulo tem lados que medem 6,
9 e C. O namero maximo de elementos
que podem ocupar o lugar de C' é:

a) 7 b) 9 c)3

d) 5 e) 6

Resposta

Em um triangulo, qualquer lado é menor do que

a soma dos outros dois. Portanto,

6<9+C, 9<6+C, C<6+9.

As duas tltimas desigualdades mostram que

3<C <15.

®Docente do Departamento de Educacio da Universidade Federal Rural de Pernambuco
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Como o enunciado nao diz de qual conjunto
deve-se tirar o valor de C', fica impossivel saber qual

é a alternativa correta.

5. Eventos

Fiquem Ligados!!!

e Encontro Nacional dos Mestres em Ma-
tematica na Educagao Basica - ENM-
MEB

— Local: Universidade Tecnolodgica Federal
do Parané - Curitiba

— Data: 15 a 17 de Outubro de 2026

— Mais informagoes: https://enmmeb.s

bm.org.br/

e A Semana da Matematica e Semana da
Estatistica (SEMAT e SEMEST) é um
evento desenvolvido junto ao Instituto
de Matematica e Estatistica (IME)

— Local: Universidade Federal de Uberlan-
dia (UFU)

— Data: 20 a 24 de outubro de 2026

— Mais informagoes: https://eventos.

ufu.br/sematsemest2026

e 22 Forum Internacional de Pesquisas do
GEPIC
— Local: online
— Data: 05 a 06 de novembro de 2026
— Mais informagoes: https://www.even

3.com.br/gepic-688568/

e 24° Encontro Anual do Grupo de Pes-
quisa Histéria Oral e Educacao Mate-

matica

— Local: TFSP - Campus Sao Paulo

— Data: 9 e 10 de novembro de 2026

— Mais informacgoes: https://www.even
3.com.br/24-encontro-anual-do-gru
po-de-pesquisa-historia-oral-e-e

ducacao-matematica-749218/

e 62 Encontro de Estudantes de Matema-

tica - VI EEM

— Local: CEGEN (Centro de Ensino de
Graduacao de Exatas e Natureza) -
UFRPE

— Data: 11 a 13 de novembro de 2026

— Mais informagoes: Qeem.ufrpe

e VIII ENAPHEM - VIII Encontro Naci-

onal de Pesquisa em Histéria da Educa-

cao Matematica

— Local: Campus Sao Paulo | Instituto Fe-
deral de Educagao, Ciéncia e Tecnologia
de Sao Paulo | - Sdo Paulo - Sao Paulo -

Brasil
— Data: 11 a 14 de novembro de 2026

— Mais informagoes: https://www.even

3.com.br/viiienapem-731910/

e VII Coléquio de Matematica da Regiao

Nordeste
— Local: Universidade Federal de Pernam-
buco - Recife - PE
— Data: 23 e 27 de novembro de 2026

— Mais informacgoes: https://sbm.org.

br/coloquio-nordeste-7/

e IX Foéorum Nacional de Formacgao Inicial

de Professores que Ensinam Matema-
tica (FPMat)

— Local: Campus Sao Paulo | Instituto Fe-
deral de Educagao, Ciéncia e Tecnologia

de Sao Paulo | - Sao Paulo - Sao Paulo

— Data: 25 a 27 de novembro de 2026
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— Mais informagoes: https://www.even
3.com.br/ix-forum-nacional-de-for
macao-inicial-de-professores-que

-ensinam-matematica-fpmat-696756/

e XI Seminario de Pesquisa em Educacgao
Matematica do Estado do Rio de Ja-
neiro (XI SPEM)

— Local: Centro Federal de Educagao Tec-
nologica Celso Suckow da Fonseca -
Campus Petropolis - Petropolis - Rio de

Janeiro
— Data: 26 a 28 de novembro de 2026

— Mais informagoes: https://www.even
3.com.br/xi-spem-rj-697071/%20

6. Solucgoes de Olimpiadas

OPEMAT 2025 - nivel 2

Nesta edicao apresentaremos a resolucao das
questoes da prova da 22 fase da Olimpiada Pernam-
bucana de Matematica (OPEMAT) do ano de 2025

referentes ao nivel 2.

Questao 6.1. As formigas Ana e Bia estao cons-
truindo formigueiros seguindo regras matematicas

diferentes:

e Ana cria um formigueiro com camadas hori-
zontais. A 1% camada tem 1 camara. Cada
nova camada tem 2 cAmaras a mais do que a
anterior. Assim, a primeira tem 1 camara, a
segunda tem 3, a terceira tem 5 e assim por

diante.

e Bia cria um formigueiro cavando em niveis
verticais de cima para baixo. O 1° nivel tem
1 camara. Cada novo nivel tem o dobro de
camaras do nivel anterior. Assim, o primeiro
nivel tem 1 camara, o segundo tem 2, o ter-

ceiro tem 4 e assim por diante.

2)

b)

Quantas camaras tera a 6* camada de Ana? E

quantas tera o 6° nivel de Bia?

Ana planeja fazer um formigueiro com 40 ca-
madas. Calcule o namero total de cAmaras so-

mando todas as 40 camadas.

Qual é a quantidade minima de niveis que Bia
precisa escavar para que o total de camaras do
seu formigueiro seja maior do que o formigueiro
de 40 camadas de Ana?

Solugao:

a)

Listando os termos até o 6°:

e Ana (impares): 1,3,5,7,9,11.
e Bia (dobros): 1,2,4, 8,16, 32.

Resposta: Ana terd 11 cAmaras e Bia tera 32

camaras.

O total de camaras a é a quadragésima camada
¢ a soma dos primeiros 40 impares que é dada
por. 1+3+5+---+79. Essa é a soma dos qua-
renta primeiros termos de uma P.A. de razao

que pode ser feita do seguinte modo:

(1+79).40

14+3+5+-- +40= = 1600

O total de camaras de Bia até o nivel n é dado
pela soma dos n primeiros termos de uma P.G.

de razao 2 e termo inicial 1 que é dada por

1424224+ .49 b=9n_ 1,

Queremos encontrar o menor n tal que o total

seja maior que 1600.
Testando as poténcias de 2:
e Para 10 niveis: o total é 210 — 1 = 1023.
(Menor que 1600).
e Para 11 niveis: o total é 21 — 1 = 2047.
(Maior que 1600).

Resposta: Bia precisa escavar 11 niveis.
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Questao 6.2. Um grupo de 6 bailarinas veste ca-

misetas numeradas de 1 até 6. No palco, existem

6 marcas no chao também numeradas de 1 até 6.

Uma “formacao” consiste em posicionar cada baila-

rina sobre uma marca, de modo que todas as marcas

estejam ocupadas. Dizemos que uma bailarina esta

na posicao original quando o niimero de sua cami-

seta € igual ao ntimero da marca no chao.

a)

Considere apenas as 5 bailarinas numeradas de
1 até 5 e as marcas de 1 até 5. Quantas forma-
¢oes existem em que nenhuma bailarina esteja

na sua posicao original?

Considere agora as 6 bailarinas. Quantas for-
magoes existem em que exatamente uma bai-
larina esteja na posigao original e as outras

cinco estejam fora da sua posigao original?

Chama-

mos de caminhada uma forma de reorganizar as

Considere novamente as 6 bailarinas.

bailarinas: Para cada marca X no chao ¢é desig-
nada uma nova marca Y no chao (X pode ser
igual a Y'), de modo que a bailarina que estava
sobre a marca X se movimentara para a marca

Y.

Podemos representar uma caminhada por uma
tabela de duas linhas: na primeira linha, temos
as marcas de 1 a 6; na segunda linha, embaixo
de cada marca X, ha a marca Y para onde a

bailarina da marca X se movimenta.

Por exemplo, a seguinte tabela

Inicio\l 2345 6
Depois [2 1 3 4 5 6

indica que as bailarinas das marcas 1 e 2 troca-
ram de lugar, e as demais permaneceram onde

estavam.

Uma caminhada ¢é chamada de espelhada
quando, comec¢ando com todas as bailarinas em
suas posigoes originais e realizando a caminhada
duas vezes seguidas, todas voltam as posigoes

originais.

A caminhada acima é espelhada. Ja a cami-

nhada

Inicio |1 2 3 4 5 6
Depois |2 3 1 4 5 6

nao é espelhada, pois, ao repeti-la, a bailarina
1 termina na marca 3, que nao é sua posicao

original.

Quantas caminhadas espelhadas existem?

Solugao:

a) Objetivo: Encontrar o ntimero de formagoes
com 5 bailarinas em 5 marcas de modo que
nenhuma fique na sua posi¢ao original (um

desarranjo).

Vamos focar na bailarina 1. Ela tem 4 opgoes
de marcas para escolher (2, 3, 4 ou 5). Su-
ponha, sem perda de generalidade, que a bai-
larina 1 escolha a marca 2. Para posicionar
as demais bailarinas, o problema se divide em
dois casos disjuntos, dependendo da escolha

da bailarina 2 (Principio Aditivo):

Caso 1: A bailarina 2 escolhe a marca 1.
Neste cenéario, a bailarina 1 e a bai-
larina 2 apenas trocaram de lugar.
Restam as bailarinas 3, 4 e 5 para
serem distribuidas nas marcas 3, 4 e
5, de modo que nenhuma fique em
sua marca original. O ntmero de de-
sarranjos para 3 elementos ¢ 2 (3 vai
para 4, 4 vai para 5, 5 vai para 3; ou 3
vai para 5, 5 vai para 4, 4 vai para 3).

Temos 2 possibilidades neste caso.

Caso 2: A bailarina 2 escolhe qualquer marca
diferente da 1.
Neste cenario, precisamos distribuir
as bailarinas 2, 3, 4 e 5 nas marcas
1, 3, 4 e 5. Note que a bailarina 3
nao pode ir para a 3, a 4 nao pode ir
para a 4, a 5 nao pode ir para a 5, e a
bailarina 2 nao pode ir para a marca

1 (por definigdo deste caso). Isso é
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estruturalmente idéntico a um desar-
ranjo de 4 elementos, onde a “posi-
¢ao original” da bailarina 2 passou a
ser virtualmente a marca 1. Como
foi provado na solugao do item c¢ da
prova do nivel 1, o niimero de desar-
ranjos de 4 elementos ¢ 9. Temos 9

possibilidades neste caso.

Pelo Principio Aditivo, se a bailarina 1 for
para a marca 2, temos um total de 2+9 = 11

formagoes validas.

Como a bailarina 1 tinha 4 escolhas iniciais
possiveis e cada uma gera 11 desdobramentos

idénticos, usamos o Principio Multiplicativo:

Total =4 x 11 =44

Resposta do item a: Existem 44 formagoes.

Objetivo: Encontrar o nimero de formacgoes
com 6 bailarinas onde exatamente uma fique
na sua posi¢ao original e as outras cinco fi-

quem fora.

Podemos dividir este problema em duas eta-

pas independentes:

Etapa 1: Escolher qual bailarina ficara na sua
posicao original.
Dentre as 6 bailarinas, temos 6 opgoes possi-

veis para escolher a que ficara fixa.

Etapa 2: Posicionar as 5 bailarinas restantes.
Apoés fixar uma bailarina, sobram 5 bailari-
nas e 5 marcas correspondentes. A restricao
é que nenhuma dessas 5 fique na sua posi-
¢ao original. Este é exatamente o calculo que
acabamos de realizar no item a. Sabemos que
existem 44 maneiras de organizar essas 5 bai-

larinas.

Aplicando o Principio Multiplicativo para as
duas etapas: Total = 6 (escolhas da fixa) X
44 (formas de desorganizar as outras 5) =
264.

Resposta do item b: Existem 264 formagoes.

c) Objetivo: Encontrar quantas caminhadas sao

espelhadas para 6 bailarinas.

Para que a caminhada retorne ao inicio apos
duas repetigoes, a reordenacao deve ser com-
posta apenas por bailarinas que ficam fixas ou
por pares de bailarinas que trocam de lugar

entre si.

Vamos dividir o calculo em casos disjuntos,
dependendo da quantidade de pares que tro-

cam de lugar (Principio Aditivo):

Caso 0: Nenhuma troca.
Todas as 6 bailarinas ficam em suas posi¢oes

originais. Existe 1 caminhada.

Caso 1: Exatamente um par troca de lugar (2
trocam, 4 fixas).

Basta escolhermos 2 bailarinas dentre as 6
para formar o par. Temos 6 opg¢oes para a pri-
meira integrante e 5 para a segunda (6 X 5 =
30). Como a ordem no par nao importa, divi-

dimos por 2.

30/2 = 15 caminhadas.

Caso 2: Exatamente dois pares trocam de lu-
gar (4 trocam, 2 fixas).

Etapa 1: Escolher as 2 bailarinas que ficarao
fixas. Existem (6 x 5)/2 = 15 modos.

Etapa 2: Com as 4 bailarinas restantes, for-
mamos dois pares. A primeira bailarina dis-
ponivel tem 3 opgoes de parceira. As duas
que sobrarem formarao o segundo par auto-
maticamente (1 op¢ao). O namero de formas
de parea-las ¢ 3 x 1 = 3.

Pelo Principio Multiplicativo: 15 x 3 = 45

caminhadas.

Caso 3: Exatamente trés pares trocam de lu-
gar (6 trocam, 0 fixas).

Pegamos a primeira bailarina (por exemplo, a
de nimero 1). Ela tem 5 opgoes de parceira.
Sobram 4 bailarinas. Pegamos a proxima dis-

ponivel. Ela tem 3 opc¢oes de parceira. So-
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bram 2 bailarinas, que formam o tltimo par
(1 opgao).
Pelo Principio Multiplicativo: 5 x 3 x 1 =15

caminhadas.

Finalmente, aplicando o Principio Aditivo
para somar todos os Total =
1 (Caso 0) + 15 (Caso 1) + 45 (Caso 2) +
15 (Caso 3) = 76

Casos:

Resposta do item c¢: Existem 76 caminhadas

espelhadas.

Questao 6.3. Considere um quadrado ABCD. Se-
jam M, N, P e () os pontos médios dos lados AB,
BC, CD e DA, respectivamente. Observe a figura
abaixo, construida a partir desses pontos. Deter-
mine a razao entre a area do quadrilatero hachurado
e a area total do quadrado ABCD.

D 2 C
Q N
A M B

Solugao: Denotemos por [ABCD] a éarea do qua-

drado ABCD.

P C D P C

Ti‘ _,.-'-’"/

——w T
U o
N (o] ) s AN
& S
R R
) B

M B A M B

(1) Primeiro observamos que o quadrilatero ha-

churado ¢ um quadrado. Isto, segue pois no

AAMD, temos oo+ = 90° (onde a = ADM
e B = A/]\ﬁ)) e os triangulos AMD, BNA,
CPB e DQB sao congruentes pelo critério
LAL.

Segue de (1) que os triangulos AMR, BNS,
CPT e DQU sao congruentes, critério ALA.

Pelos vértices do quadrado hachurado trace
segmentos paralelos ao lado AB, veja figura
Temos T'T'PD ¢é parale-
logramo e ATPC é congruente ao AUT'T,
pelo critério ALA. Segue que 1" é ponto mé-

acima a direita.

dio do segmento DU. Analogamente, R’ é
ponto médio de BS. Por (2), obtemos que o
lado do quadrado UT ¢ igual a TC = UD,
pois AQUD é congruente a APTC. Como
CU'TT" e RR'SS’ sao paralelogramos, obte-
mos que U’ é ponto médio de T'S e S’ é ponto
médio de RU.

De (3), concluimos que os paralelogramos
MBR'R, RR'SS', S'SU'U, UU'TT" e T"TPD
sao congruentes. Como a diagonal de parale-
logramo o divide em dois triangulos congru-
entes, tais triangulos possuem a mesma &rea.
Portanto, a area do quadrado hachurado, cor-
responde & area de dois desses paralelogramos

citados acima.

Finalmente, note que a area de cada um
dos triangulos AAMD e ABCP represen-
tam 1/4 da area do quadrado ABC'D. Logo,
[MBPC] = 1[ABCD]. E como a érea ha-
churada corresponde a dois dos 5 paralelo-
gramos citados acima, obtemos [RSTU| =
%[MBPD} = % . %[ABC’D] = %[ABOD].

Logo, a porcentagem da area hachurada em

relacao ao quadrado ABCD é %

Solucgao 2

Uma outra solugao consiste em “recortar’e “en-

caixar"® os triangulos de cada uma das pontas, con-

6Por exemplo, realizando rotacoes de 90° em torno de cada vértice ou rotacdes de 180° em torno dos pontos médios dos
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forme a figura a seguir, obtendo-se uma figura for-
mada por cinco quadrados idénticos, na qual a area

hachurada corresponde a um quinto da area da fi-

gura.
D P C
" S
Q N
T
U
A M B

Justificativa: Da construcao a partir dos pontos mé-
dios de ABC'D, podemos concluir que o quadrila-
tero RSTU é realmente um quadrado cuja medida
dos lados coincide com a medida dos segmentos DR,
AU, BT e C'S. De fato, os triangulos retangulos
ABN, BCP,CDA e DAM sao congruentes (crite-
rio LAL) e seus angulos agudos sao também angulos
internos dos triangulos AMU, BNT, CPS e DQR.

D P C
S
R
Q N
T
U
A M B

Dai, esses ultimos triangulos sao congruentes en-
tre si (pelo critério ALA) e DR = AU = BT = CS.
As retas AN e C'Q) sao paralelas (perpendiculares
a DM e BP) e sendo DQ = QA, segue-se que
DR = RU e QR = %AU = %RU. Portanto, con-
siderando o triangulo AQR' congruente ao trian-
gulo DQR (QR' = QR) completamos um quadrado
AURR', congruente ao quadrado RSTU. De forma

analoga se obtém os outros quadrados.

32 Ideia: Considerando as congruéncias esta-

belecidas anteriormente, a conclusao do problema

também pode ser obtida baixando-se perpendicu-
lares dos pontos @), M, T e S, respectivamente,
as retas AN, BP, CQ e DM. Assim, forma-
mos novos triangulos congruentes e retangulos cuja
area ¢ o dobro da area dos triangulos. Fazendo
r=[AMU] = [BNT] = [CPS] = [DQR], temos as
areas das regioes representadas na figura a seguir,
dadas em termos de .

[RSTU] _ 4z _ 1

Portanto, m = %0 — 5°

D P C

N\ % *
Lx S xX

a\E x

Questao 6.4. Mostre que, para todo inteiro posi-

tivo n par,
a, = 32n . (32n+1 - 1)
termina em 02 quando escrito em notacao decimal.

Solugao: Vamos mostrar por indugao em n. Para
n = 2, temos as, = 19602 que termina em 02. Su-
ponha que o resultado é valido para n par, vamos
mostrar que também é valido para n+ 2. Para mos-
trar isso, vamos mostrar que o namero 100 divide

Ap42 — Qp.

Gz — @ = 320D (2T 1) gin (32t 1)
= 81 (0 1) - (3 )
= 3% (81-3*"° —81 — 3"+ +1)
= 3*" (6560 - 3*"*! — 80)
= 80-3%" (82 .32l 1)
(1)

Observe que 20 divide 80, se 5 dividir
(823271 — 1), teremos mostrado que 100 divide

Ap+2 — Q.

Observe que 32 deixa resto 4 na divisao por 5

e se n for par 3?" deixa resto 1. Portanto 32"*!
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deixa resto 3 na divisao por 5. Como 82 deixa resto
2 na divisao por 5, 82 - 32"t deixa resto 1, assim

(82 - 32"1 — 1) deixa resto zero na divisdo por 5.

Como 100 divide a,49 — a, € a, termina em 02,

mostramos que para todo n par a, termina em 02.

Questao 6.5. HA uma urna contendo 300 bolas
verdes numeradas com o nimero 2, 200 bolas jade
numeradas com o namero 3 e 100 bolas violetas nu-
meradas com o nimero 6. Gabriel, Joao e Vinicius
jogam um jogo composto por 600 rodadas (em cada
rodada, apenas um jogador participa). As regras

sao as seguintes:

e Inicialmente, todas as bolas sao retiradas da

urna, uma a uma, em ordem aleatoria.

e Gabriel joga na i-ésima rodada se, e somente

se, a i-ésima bola retirada for verde.

e Joao joga na i-ésima rodada se, e somente se,

a i-¢sima bola retirada for jade.

e Vinicius joga na i-ésima rodada se, e somente

se, a i-ésima bola retirada for violeta.

e Fm cada rodada, o jogador designado deve es-
colher um namero real positivo estritamente
menor que o numero escrito na bola corres-

pondente.

e O vencedor é o jogador que obtiver a maior
soma dos nameros escolhidos ao longo de suas

rodadas.

Qual é a probabilidade de que a ordem aleatoria
das bolas garanta uma estratégia vencedora para

cada um deles?

Solugao: Mostraremos que o jogador que possui
uma estratégia vencedora é exatamente aquele que
é o ultimo a realizar sua primeira jogada. Suponha
que os jogadores A e B ja tenham jogado: o jogador
A escolhe M(A) — € em sua primeira jogada (onde
M (A) é o supremo do conjunto de opg¢oes disponi-
veis para A), e o jogador B escolhe M (B) — ¢ (onde
M (B) é definido de forma anéloga).

Para que o jogador C venca, basta que a soma
de todos os nuimeros que ele escolher exceda tanto
600 — ¢ quanto 600 — 0. Isso é trivialmente possi-
vel, pois o jogador C pode fazer com que a soma dos
ntmeros escolhidos seja arbitrariamente proxima de

600.

Para calcular as probabilidades requeridas, ob-
serve que, uma vez conhecido quem retira a primeira
bola, a probabilidade de que o préximo ‘“novo” jo-
gador a aparecer seja um dos outros dois depende
apenas da razao entre as bolas restantes de cada cor

(podemos ignorar as bolas da cor ja observada).

e Probabilidade de G ser o primeiro:

300

Pr(G ser o primeiro) = 500"

Pr(J antes de V) = 22 Pr(V antes de J) =

300°
100

300"
e Probabilidade de J ser o primeiro:

200

Pr(J ser o primeiro) = 500"

Pr(G antes de V) = 320 Pr(V antes de G) =

4007
100
400"

e Probabilidade de V' ser o primeiro:

100

Pr(V ser o primeiro) = 500"

Pr(G antes de J) = 238, Pr(J antes de G) =
200

500"

Assim, as probabilidades de G, J e V serem o
ultimo a realizar sua primeira jogada (e portanto

vencer) sao, respectivamente:

21+12 31+13 32+23
6 4 6 5 6 3 65 6 3 6 4
O que se simplifica para:
9 16 35
(G, J,V) = (@, 60’ @)
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7. Problemas propostos

Convidamos o leitor a responder alguns proble-

mas. Divirtam-se!!!

Enviem as solugoes dos problemas propostos

para o e-mail:ematematicaorente@gmasl.com

Para que apreciemos sua solu¢do e o seu nome
apareca entre os solucionadores de questoes, o en-
vio do arquivo (.tex), no modelo disponivel no site,
deve ser realizado até 22/12/2026.

Problema 1 (OBMEP 2017 - Nivel 3). A maior po-
téncia de 2 que divide o produto 1x2...x2023 x 2024
¢ 22017 Qual é a maior poténcia de 2 que divide o
produto 1... x 4047 x 4048 X 2 X ... x 4047 x 4048 ?

Problema 2 (OBM 2017 - 12 fase - Nivel Univer-
sitario). Considere a sequéncia a, = Y ;_, 2%, para
n > 1.

a) Determine lim,, . a,.

2”(2—an))n+1

b) Determine lim,, ( o

Problema 3 (OBM - 2009 - Nivel 2). Em uma
folha quadriculada em que cada quadrado tem lado
2cm, sao desenhados dois circulos como na figura

ao lado. A distancia minima entre os dois circulos

<
/

mede:

(-

a) 3 cm

b)\/l_() cm

¢)(v/10 + 3) cm
d) (v/10 - 2) cm

e)(v/10 - 3) cm

8. Solugoes dos Problemas

Nesta edi¢ao apresentamos as solugoes dos pro-
blemas propostos da publicagao vol. 1, n. 38, de
abril de 2026. 7

Problema 15 (UNEMAT - OM 2023) O tamanho
da roda de uma bicicleta é determinado pela me-
dida do seu diametro, em polegadas. Minha bici-
cleta tem aro 29 e a de minha filha aro 26. Isto é,
o diametro da roda da minha bicicleta mede 29 po-
legadas e da minha filha 26 polegadas. Determine,
aproximadamente, a diferenca entre os comprimen-
tos das circunferéncias das rodas das duas bicicle-
tas, em centimetros. Dado: 1 polegada = 2,54cm e
T =3, 14.

Solugao 1. As diferencas entre os diametros é de 3
polegadas, ou seja, as diferencas dos raios é de 1,5
polegadas, equivalentemente, 1,5 - 2,54 = 3, 81cm.
Portanto, a diferenca entre os comprimentos das ro-
das é aproximadamente igual a 2.7.3,81 =2-3,14 -
3,81 = 23,9268 centimetros. ]

Solugao 2. O didmetro da primeira roda é d; =

73,66
29 - 2,54cm = T73,66cm, cujo raio é r; = ’T =
36, 83cm.
O didmetro da segunda roda é dy = 26 -
66, 04
2,54cm = 66,04cm, cujo raio é ry = ’T =
33,02cm.

Considerando que o comprimento de uma roda
é dado por C' = 27r, temos: C, = 27mry =2-3,14 -
36,83 = 231,2924cm é o comprimento da primeira
roda e Cy = 2mry = 2-3,14- 33,02 = 207, 3656¢cm é

7 As solugdes dos Problema 16 e Problema 17 foram enviadas pelo leitor Amaro José.

O Jornal de Matematica Olimpica - UFRPE

ISSN 2526-8651


mailto:ematematicaoxente@gmail.com

o comprimento da segunda roda. A diferenca entao
¢ 231,2924 — 207,3656 = 23,9268 centimetros. [

Problema 16 (OBMEP - 2013 - 1° Fase - Ni-
vel 3). O ntimero de alunos matriculados na Escola
Municipal de Pirajuba permanece o mesmo desde
2011. Em 2012, foram construidas 5 novas salas de
aula e, com isso, a média de alunos por sala foi re-
duzida em 6 alunos em relacao a média de 2011.
Em 2013, foram construidas mais 5 salas de aula e,
com isso, a média de alunos por sala foi reduzida
em 5 alunos em relagao & média de 2012. Quantos

alunos tem a Escola Municipal de Pirajuba?

a) 3150
b) 3180
c) 3240
d) 3300

e) 3350

Solugao: Seja x o numero de salas em 2011 e N o

numero de alunos da escola, entao em 2011, a média

de alunos por sala era: %

Em 2012, foram construidas 5 salas, ficando x+5

salas. A média diminuiu 6 alunos: x—]}; = % — 6,

que simplificando em funcao de z, teremos N =
gx(x +5) (%).

Em 2013, foram construidas mais 5 salas, fi-

cando x + 10 salas. A média diminuiu 5 alunos em

relacao a 2012: % = xi%

em funcao de z, teremos N = (z + 5)(z + 10) (**).

— 5, que simplificando

Igualando (*) e (**), teremos a equagao: Sz(z+
5) = (z + 5)(z + 10) que resolvendo encontramos
z = 50. Entdo N = (50 + 5)(50 + 10) = 3300 alu-

nos. A resposta é o item d. ]

Problema 17 (OBM - 2011). De quantas manei-
ras é possivel cobrir completamente um tabuleiro
2 x 2011 com dominés 1 x 2 (ou 2 x 1)?

Resolugcao: Analisando casos menores

Para um tabuleiro 2 x 1: apenas 1 maneira

(um dominé na vertical).

Para um tabuleiro 2 x 2: sdo 2 maneiras (dois

na vertical ou dois na horizontal).

Para um tabuleiro 2 x 3: sao 3 maneiras. Se
colocar um dominé na vertical entao o res-
tante tem duas maneiras (os dois na vertical
ou os dois na horizontal), mas se colocar os
dois primeiros na vertical ou horizontal tere-

mos apenas uma maneira.

.. B

Para um tabuleiro 2 x 4: sdo 5 maneiras. Se

preencher o primeiro na vertical o restante em
branco pelo caso acima temos trés maneiras,
preenchendo os dois primeiros na horizontal

ou vertical pelo outro caso acima teremos duas

I ou .

maneiras.

Generalizando

Seja f(n) o numero de maneiras para cobrir

um tabuleiro 2 x n.

Olhando para a tltima coluna da direita, po-
demos colocar 1 dominé vertical, restando um
tabuleiro 2 x (n — 1).

Ief(n - 1@

Podemos colocar 2 dominés horizontais ou

verticais, restando um tabuleiro 2 x (n — 2).
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e Assim, a relagao é dada por f(n) = f(n—1)+

f(n—2).

Aplicando ao problema

A relagao de recorréncia é a mesma da Sequén-
cia de Fibonacci (1, 1, 2, 3, 5, 8, ...), como f(1) =
1=Fye f(2) =2 = F3, temos que f(n) = F,41.

Para n = 2011, o total de maneiras sera
f(2011) = Fyp12, entao o tabuleiro 2 x 2011 pode

ser coberto de exatamente Fhy;o maneiras, corres-

pondendo ao 2012° nimero de Fibonacci.

]
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