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Editorial

Caros(as) Leitores(as),

temos a satisfacao de colocar a disposicao de vo-
cés a 392 ediciio do E Matematica, Oxente!, o se-
gundo nimero no ano do nono aniversario do jor-
nal. Vale destacar que esta publicacao é um dos
projetos de extensao mais longevos em atuagao no
Departamento de Matematica da Universidade Fe-

deral Rural de Pernambuco.

Nessa edicao trazemos na secao Artigo um tra-
balho intitulado Uma Breve Passagem Sobre as
Fungoes Convexas em Problemas Olimpicos. Os
autores Fudes Mendes Barboza e Eduardo Augusto
de Lira Souza, respectivamente professor e aluno
do Departamento de Mateméatica da Universidade
Federal Rural de Pernambuco, numa abordagem
mais voltada para olimpiadas universitarias, apre-
sentam as principais ferramentas matematicas uti-
lizadas para o estudo das questoes praticas de con-
vexidade. Na secao Curiosidade com o titulo de O
buraco negro da matematica: a constante de Ka-
prekar, Erick Jessé Oliveira Arruda, aluno do curso
de Licenciatura em Matematica da UFRPE, apre-
senta uma interessante propriedade de certos nu-
meros, que nos faz lembrar outras tantas aborda-
das por Hans Magnus Enzensberger no seu livro O

Diabo dos Ntimeros.

A secao Quem pergunta quer saber! remete a
uma duavida de um leitor da Revista do Professor

de Matematica e mostra como uma simples “brin-

cadeira” com dobraduras pode gerar uma interes-
sante questao de Geometria. Uma Senhora toma
cha é a indicacao de leitura de Roberta Elaine Do-
mingos de Aradjo, aluna do Mestrado em Biometria
e Estatistica Aplicada da Universidade Federal Ru-
ral de Pernambuco. A obra voltada para divulga-
¢cao aborda como a Estatistica evoluiu e ocupa hoje
um espaco insubstituivel na sociedade e nos diver-
sos campos de pesquisa. A secao dedicada a resolu-
¢ao de problemas apresenta solucoes da Olimpiada
Pernambucana de Matematica 2025, segunda fase,
nivel 1.

Na agenda sugerimos o acesso aos sites da So-
ciedade Brasileira de Matematica (SBM), Socie-
dade Brasileira de Educacao Matematica (SBEM) e
da Sociedade Brasileira de Historia da Matematica
(SBHMAT); neles ha uma série de eventos voltados
para varios ambitos da Matematica e seu ensino.
Entretanto, pela proximidade de datas, vale desta-
car a XII Bienal da Sociedade Brasileira de Ma-
tematica (3 a 7 de agosto de 2026- Natal/RN), X
Encontro luso-brasileiro de Histéria da Matematica
(11 a 14 de agosto 2026- Beléem /PA ) e III Colo-
quio de Livros Didaticos de Matemética (2 a 4 de
setembro de 2026-Recife/PE).

A todos que nos prestigiam com seu apoio de-
sejamos um excelente proveito desta edicdo do E

Matemaética, Oxente! Boa leitura.
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1. Artigo

Uma Breve Passagem Sobre as
Funcoes Convexas em Problemas
Olimpicos

Eduardo Augusto de Lira Souza !
Eudes Mendes Barboza ?

A ideia de convexidade é tao antiga quanto o
proprio pensamento geométrico, embora tenha le-
vado séculos para ser formalizada como a conhece-

mos hoje.

Os gregos antigos, liderados pelo génio Arqui-
medes, ja intufam suas propriedades. Ao estudar
poligonos e circulos, Arquimedes percebeu que as
figuras possuiam caracteristicas tinicas de perime-
tro e area. No entanto, durante milénios, a conve-
xidade foi vista apenas como um aspecto visual da

geometria.

A verdadeira revolugao aconteceu na virada do
século XIX para o XX. O matemaético dinamarqués
Johan Jensen e o alemao Hermann Minkowski per-
ceberam que a convexidade nao estava apenas nas
formas que vemos, mas nas fungoes que descrevem
a realidade. Foi Jensen que, em 1906, formalizou
o que hoje chamamos de Desigualdade de Jensen,
mostrando que, “em uma funcao convexa, a média
dos resultados é sempre maior ou igual ao resultado

da média”.

Essa descoberta transformou a convexidade de
uma curiosidade visual em um pilar da anélise ma-
tematica e da estatistica. Hoje, o legado de Jensen é
0 que permite aos economistas preverem riscos e aos

engenheiros calcularem a resisténcia de materiais.

Para entender o que torna uma funcao convexa
tao especial, imagine que vocé estd diante de dois

cenarios geograficos distintos:

No primeiro, vocé estd em uma cordilheira
cheia de picos e vales irregulares (uma fun¢do nao-
convexa). Se vocé for solto ali com os olhos venda-
dos e for instruido a encontrar o ponto mais baixo
apenas descendo, vocé pode acabar preso em um pe-
queno buraco no topo de uma montanha alta, acre-
ditando ter chegado ao fim da jornada. Isso ¢ o que

chamamos de minimo local.

No segundo cenério, vocé esta dentro de uma gi-
gantesca bacia perfeitamente lisa (uma funcao con-
vexa). Nao importa onde vocé comece: qualquer
movimento para baixo o levara inevitavelmente ao
centro exato, o ponto mais baixo de todos. As situ-

acoes acima sao ilustradas na figura a seguir.

!Discente do Curso de Licenciatura em Matematica — UFRPE — Bolsista PIBIC FACEPE - eduardo.augustos@ufrpe.br
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Figura 1.1: Comparagdo entre uma superficie irregu-
lar e uma superficie convexa lisa

Superficie Irregular Superficie Convexa

Virios Vales Falsos
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N

Minimo Local T
Minimo Global

Fonte: ChatGPT

O presente artigo propoe uma andlise da teo-
ria da convexidade, buscando relacionar sempre que

possivel com aplicacoes em questoes olimpicas.

O estudo que se segue nao se limita a apresenta-
cao de definicoes e resultados tedricos, mas busca
evidenciar a relevancia da teoria da convexidade
em diferentes contextos da mateméatica. Em parti-
cular, serao exploradas propriedades fundamentais
das funcoes convexas, bem como algumas de suas
aplicagoes em desigualdades matemaéticas e proble-
mas de otimizacao, destacando a importancia desse

conceito em diversas areas do conhecimento.

Propriedades das Funcoes Convexas

Definicao 1.1. Seja I um intervalo. Uma funcao
f:I CR — R édita convexa em I se, para todo x,
y € I etodo \ € [0, 1], satisfaz a desigualdade:

fOz+ (1 =XNy) <Af(z)+ (1 =N)f(y). (1)

Equivalentemente, uma funcao f : I € R — R
é convexa se, e somente se, para qualquer par de
pontos z, y no dominio, com x # ¥y, o segmento de
reta com extremos (z, f(z)) e (v, f(y)) fica acima

do grafico de f no intervalo (z,y).

Se a desigualdade em (1) for estrita, diremos que

f € estritamente convexa.

Figura 1.2: Interpretagao da Definicao

AM[X)+(T-N)f(y)

7777777777777 FAX+(1-N)y)
X Ax+H(1-A)y y
@ ® ®

Fonte: autoria propria.

Definicao 1.2. Uma funcao f: I C R — R é dita

concava quando — f é convexa.

Exemplo 1. Vejamos que a fungiao f(z) = z* ¢

convexa.
De fato, primeiramente consideremos que, como
A € [0,1], entdo A — 1 é negativo, além disso, a

expressao (z —y)? > 0 é sempre verdadeira, entao:

AMA=1)(z—y)?<0
AA = 1)(2% - 22y +?) <0

A =Dz + A\ — 1)y?
=2 (A —=1)zy <0

AZ(A—1) — (1= N)y?(1+ A —1)
+2M1 =Ny <0

A2x? — A + (1 — \)%y?
—(1 =N+ 221 = N2y <0

= A22% + 2 z(1 — Ny + (1 — \)%y?
< A2+ (1= N)y?

Az + (1= Ny)? < Aa? + (1 — \)y?
fOz + (1= Ny) <Af(x) + (1 =N f(y)
Portanto, com base na tultima desigualdade, f(z) é

convexa.

Teorema 1.1 (Desigualdade de Jensen). Uma fun-
cio f : I C R — R € convera se, e somente se,
para todo n € N com n > 2, se x1,...,x, € I e
Ay ey Ap €10, 1] tais que Ay + -+ + A\, = 1, entao
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Demonstracao. Provaremos usando inducao.
Para n = 2, recai na definicao de convexidade.

Supondo que f seja convexa e que
Fuzr+ -+ M) S A f(zn) + -+ A f ()

seja valida para algum n € N,n > 2, e para quais-

quer0§/\i§1comZ)\i:1exielcom
i=1
1=1,2,...,n.

Mostraremos que a desigualdade
fuzr+ -+ A1)

< Aif(zn) + -+ At f (@)

também ¢é valida, para z1,..,7,01 € [ e

)\1, ...,)\nJrl > 0 com )\1 + -+ )\n+1 =1.

Se \py1 =1, entao
M=X=--=),=0

o que reduziria a anélise ao caso f(1 - z,11) <
1. f(zpy1), a desigualdade se satisfaz. Supondo,

entao, que A\, # 1, tomando

/\nxn

AT
141 ”+—7
1_)‘n+1

yzl_)‘n—i-l

e observando que Ay +---+ X\, =1 — A\, implica

em \ \
1 n
—_— “ .. — 1
L= A1 A Ant1 )

da convexidade de f e da hipdtese, segue que:

faxy 4+ -+ Aan + M1 Tna1)
= f((1 = A1)y + A1 %p41)
S (1 - )\n+1>f(y> + >\n+1f(xn+1)

A
= (1= Aut1)f (1_—);“331 +e
An
+1_—/\n+1$n) + A1 f(nga
A
< (1= A1) ﬁf(m) +--
- \n+1

An
+ 1_—>\n+1f(95n)) + )\n+1f($n+1)

= )\lf(xl) +--+ )\nf(xn) + /\n+1f(mn+1)-

Reciprocamente, supondo que a desigualdade (3)
é valida para qualquer n € N, em particular para

n = 2 se tem que, por definicdo, f é convexa. n

Exemplo 2. Tomando f(z) = x* avaliada nos pon-

— _ _ __ 2 _ 3 _ 4
tOSl'l—1,1’2—2,1}3—56)\1—5,)\2—5,)\3—5,

tem-se:

2-143-244-5
()
L 20() +3f(2) +47(5)
- 9

256 114
i il
1 =9

Também sao validas as propriedades sobre so-
mas e produtos escalares (quando consideramos o
escalar pertencente ao intervalo positivo dos reais)

de funcgoes convexas.

Agora relacionamos as funcoes convexas com o

conceito de derivadas.

Teorema 1.2. Seja f : I C R — R uma funcao
diferencidvel em um intervalo aberto I. Entao, f €

convexa em I se, e somente se, para todo x, y € I

f@) > fly) + f'(y) - (x—y).

Figura 1.3: Interpretacido do Teorema 1.2

I tandente

reta

§<

[ =

Fonte: Autoria propria.

Demonstracao. Se x = y a desigualdade é satisfeita,

pois f(x) > f(y) + f'(y) - 0. Se x # y, sem perda
de generalidade, é possivel considerar x > y. Se f

¢ convexa, entao, para todo A\ € [0, 1],

FOz4+ (1 =Ny) <Af(z)+ (1= N f(y).
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Segue que

Jz+y—Ay) <Af(x) + fly) — Af(y)

disto

fMz —y)+y) < Af(z) = fv) + fly). (4

Tomando 0 < h < x — y e fazendo A\ = x—y, con-

sequentemente, h = Az —y). Dai, A € (0,1) e

portanto, de (4), segue:

P+ h) < ()~ ) + £(0)

P+ 1)~ 1) < (1) ~ fw)
fly+h) = fly) _ fx) = ()
h - r—y

Como f é diferencidvel em y, fazendo h tender a

Zero, temos:

i LW+ = fly)  f2) — )
h—0 h T or—y
i < 10210
fy)-(@—y) < flz) - fy)
f@) = fly)+ (y) - (@ —y)
Como se desejava. O

Teorema 1.3. Seja f: I C R — R continua e di-
ferencidvel em I. [ é convexa se, e somente se, f’
é mondtona nao-decrescente, ou seja f'(x) < f'(y)

para todos x,y € I com x < y.

Demonstracao. Supondo f convexa e, dados quais-
quer quatro pontos x,y,z,w € I, que cumpram a
desigualdade z < 2z < y < w, pelo Teorema 1.2,

temos que:

F2) = f@) _ fw) = )

z2—x w—y

Fazendo z tender a x, entao

i 1)~ @)

zZ—T z — X

fw) = )

w—y

<

Segue que
fw) = fy)

w—=y

f'(x) <

e fazendo w tender a y, tem-se

fle) < lim —f(ww — i(y),
entdo, tem-se f'(x) < f'(y).

decrescente.

Portanto f’ é nao-

Reciprocamente, sejam z,y € I e A € [0,1]. To-
mando
z=Ar+ (1= Ny

fica evidente que x < z < y. Nessas condicoes,
pelo Teorema do Valor Médio, existem a € (z, z) e

b € (z,y) de modo que

() = 2T )
rm=1_ @; e (6)

f) = f(z) =)y —2) =AMy —

Como a < b, pela hipotese f/'(a) < f'(b). Segue que

f(2) = Af(z) = (1= A)f(y)
= (Mf(2) - AJ“"(Z))Jrf(Z) Af(@) — (1= A f(y)
=AM () = AMf(2) + (1 =N f(z) =1 =Nf(y)
= Af(2) = f(2) + (1 =N(f(2) - f(¥))
=A[f(2) = f(@)) = (1 =N (f(y) = f(2))
(de (7) e (8))
=M1 =Ny —2)f'(a) = (1 =)y — ) f'(b)
= A1 =Ny —=2)(f'(a) = f(b)) < 0.
Portanto, f(Az + (1 — A)y) < Af(z) + (1 = A)f(y),
mostrando a convexidade de f. O

Corolario 1.4. Seja f : I — R diferencidvel e con-
vexa em I. Se a € I € ponto critico de f (isto é,

f'(a) =0), entdo a € ponto de minimo absoluto de
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feml.

Demonstracao. Pelo Teorema 1.2, para toda funcao
diferenciavel e convexa f : I — R, vale que

f(x) = fla) + f'(a)(z — a),

para todo x € I.

Como a é ponto critico, temos f'(a) = 0. Substi-
tuindo na desigualdade acima, obtemos

f(z) = fla),

para todo x € I.

Logo f(a) é o menor valor de f em I, isto é, a é

ponto de minimo absoluto de f. O]

Observacao 1.1. A condi¢ao de convexidade é es-
sencial: se f ndo for convexa, o fato de f’(a) = 0
nao garante que a seja ponto de minimo absoluto

(pode ser maximo ou ponto de sela).

Corolario 1.5. Seja f : I C R continua e, duas
vezes, diferencidvel em I. A funcao f € conveza se,

e somente se, f"(x) > 0 para todo x € I.

Demonstracao. Como f é duas vezes diferenciavel,
entdo pelo Teorema 1.3, f’ é ndo-decrescente. Re-
ciprocamente, uma funcao nao-decrescente jamais

tera derivadas negativas, assim, f”(x) > 0. ]

Exemplo 3. Sejam a,b,c > 0. Mostre que:

a+b+c
s (%HC) ,

Demonstragao. Considere a fungao f : (0,400) —
R dada por f(z) = zIn(x). Observe que:

fa)=1+() e f'(r) =+

Como f"(z) = 1
(0, 400).

> 0, entao f é convexa em

Utilizando o Teorema 1.1 com A\ = Ay = A3 =

1 .
3, tem-se:

fla)+ f(b) + f(c) a+b+c
> fl—
3 3
alna+blnb+clne  a+b+c a+b+c
3 z2—3 I 3

b
alna+blnb+clne> (a+b+c)ln (%)

b a+b+c

Ina®+Inb® +1Inc¢ > In <$)
a+b+c

ln(aa . bb . CC) > In <%b_{_c>

a+b+c
s (%ﬁ) -

O

Antes de apresentarmos as questoes olimpicas,
enunciaremos alguns teoremas importantes, cujas
demonstracoes se baseiam na teoria das funcoes
convexas. Esses resultados servirao como lemas fun-
damentais para a resolucao dos problemas propos-
tos.

Teorema 1.6 (Desigualdade das Médias). Sejam

ai, G, ...,an > 0, comn € N. Entao:

< a1+a2+...—|—an.

Va1 Ay ... Ay
n

A igualdade ocorre se, e somente se, a1 = as = ... =

Q.

Demonstragao. Considere a fun¢ao exponencial f :
R — R definida por f(z) = e*. Observe que:

f(z)=¢€"e f'(x) =€

Como f"(z) = €® > 0 entdo f é convexa em R.
Logo, Yby,by,....,b, € R YA, Ao, .. A, > 0 com
A+ A+ .+ A, =1 tem-se:

FA1by + Aabo + ... + Apby)
<A f(b1) + Aaf(b2) + oo + Mo f (D).

Assim,

6()\161+)\2b2+~.-+)\nbn)

< \eb 4 Ao + L Nl

O Jornal de Matemaética Olimpica - UFRPE

ISSN 2526-8651 [



Para ay,as,...,a, > 0 considere b; = Ina; e \; =

A=..= )\, = % Assim:
1] 1] 1
6(" na1+n nag—l—...—i—n nan)
1 Inay 1 Inao 1 _Inan,
< e + e +...+ e .
Logo
ei(lnal—&—lnag—i-...—i-lnan)
S %(elnal + 6lnozg o+ elnan)‘
Dessa maneira

G%UH(M'@'W'“”)]

elnal _'_elnzzg + .. +€1nan

<
n
Consequentemente,
a1+ as+ ... +a
(a1-ag - ... ay)w < ——2 )
n
Portanto,
ay+as+ ... +ay
vay-ag .- ap < .
n
Se a; = as = --- = a,, entdo a igualdade é imedi-
ata.

Reciprocamente, suponha que

a1+a2+---+an
" .

"al.a2...an:

Entao todas as desigualdades obtidas acima sao, na

verdade, igualdades. Em particular,

6(% lna1+%lna2+---+% lnan)

1 1 1
— _elnal _I__elna2_|_._.+_61nan.
n n n

Como a fungdo f(z) = e ¢ estritamente convexa
em R, a igualdade na desigualdade de Jensen ocorre
se, e somente se, Ina; = lnay = --- = Ina,.
Como o logaritmo natural é injetivo, segue que

a; = as = --- = a,. Portanto,
ar+as+---+ay

nal.a2...an§ ,
n

e a igualdade ocorre se, e somente se, a; = as =
ce=a,. m

Teorema 1.7 (Desigualdade de Holder). Sejam

p,q > 1 numeros reais tais que % + % = 1,

ai, a9, ...,a, € R e by, by, ....,0, € R, entao:
1
n q
()
k=1

Demonstragao. Considere a fungéo f : (0,400) —

RS

> Jag]|be| < <Z !ak|p>
k=1 k=1

R dada por f(z) = x9. Observe que:
fl(x) =qu""

[ (@) = qlqg — 1)z

Como f"(x) = q(q — 1)x972 > 0, entdo f é convexa

em (0, 4o00). Utilizando o Teorema 1.1, temos:

n n q n
f (Z Ak%) = (Z Ak%) < Z e Xy
k=1 k=1 k=1

onde x1,xo, ..., Ty, A1, Aoy ey Ay >0 € A+ Ao+ ... +
Ap = 1.

n

Seja A = Z|ak]p. Escolhendo Ay = %|ag|?
k=1
e T = i|ak||bk| e substituindo na desigualdade

acima obtém-se:

n q n q
1 1
(; |ak|!bk!> = (Z Z!ak|p)\—k|ak]|bk\)
1 1 1
<3 gl (sl

"1 1
-3 L ()
k=1

k=1
"1 1

=3 o) (il

k=1
= Aq_l Z |bk|q

k=1
— Ar Z 1By, |9
k=1
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Portanto,

Q=

S Jaxllbe] < Av (Zw)

k=1 k=1

1

() (5

Observacao 1.2. A igualdade ocorre se, e somente

]

se,
Ty =T = ... = Tp,
ou seja,
O T
[bafP - [baf? 12

As igualdades indicam o seguinte: Se um certo

b, = 0 entao devemos ter a, = 0.

Questoes Olimpicas

(PIC-OBMEP - 2009) Prove que

num triangulo retangulo a altura relativa a hipote-

Questao 1.

nusa ¢ sempre menor ou igual que a metade da hi-
potenusa. Mostre ainda que a igualdade s6 ocorre

se o triangulo retangulo é isosceles.

Demonstracao. Sejam a,b as medidas dos catetos,
¢ a medida da hipotenusa, x,y as medidas das pro-
jecoes relativas a hipotenusa e h a altura relativa a
hipotenusa de um triangulo retangulo. Assim tem-
se: ¢ =1x+y e h®=uxy. Logo h = ,/Ty.
Utilizando o Teorema 1.6, temos:

h:\/xygx—gy:g.

Portanto a altura relativa a hipotenusa h é menor
ou igual a metade da medida da hipotenusa. Além

disso, utilizando o Teorema de Pitagoras tem-se:

a’ = 2% + h?

b2 :y2+h2.

Como a igualdade no Teorema 1.6 s6 ocorre se

T =y, entao:

a’> = 2> + h?

b2 = 2® + h2.
Logo,
a? =1
a=h.

Portanto os catetos a e b sao iguais e o triangulo

retangulo é isosceles. O]

Questao 2.
para IMO - 1999) Sejam xi, s, ..., T, 1 Dlme-

(Teste de selecao da Romeénia

ros reais positivos tais que r1+ 2o+ ... + T, = Tppq-
Prove que:

V1 (Tpi1 — 1) + oo + VEp (T — )

< \/$n+1($€n+1 — 1) + oo+ Tpg1 (T — Tn).

Demonstragao. Paral < j < n,sejay; = Tpi1—T;.

Aplicando o Teorema 1.7 com p = ¢ = 2 e n termos,

tem-se:
(VTIYL + - + /Tnn)?
< (V@) + -+ (VEa)?):
((Von)? + oo+ (Vn)?)
Dai,

VTt TaYn

<VT1+ oo+ 2 VUL + o F Yne

Substituindo os valores originais:

D VanEnn —m) <> wey D u
k=1 k=1 k=1
= VTl - \/(‘InJrl - 33'1) + .+ (anrl - xn)

= \/ﬂfn+1($n+1 —21) + oo F Tpg1 (T — 2p).

[]

Questao 3. (IMO 1999) Seja n > 2 um inteiro
positivo fixado. Encontre a menor constante C' tal

que, para todos reais nao negativos i, X, ..., Ty,
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tem-se
n 4
1<i<j<n i=1
Demonstracao. Observemos que
2
(1 + T+ -+ 2,)* (Zw + 2 Z xx]> .
1<i<j<n

Usando o Teorema 1.6, obtemos

(1 422+ +ay)?
i=1 1<i<j<n
Logo,
(x1 4+ 2y + - +x,)' =8 Z xijxk.

1<i<j<n

Por outro lado,

3

2 2 2
k=1

com igualdade quando x; = 0 para todo k # i, j.

Assim,
(T1+ a9+ +2,)" >8 Z ziw (@] + 27).
1<i<j<n
Portanto,
Z zij(x] + a75) (sz)
1<i<j<n

Concluimos que a menor constante possivel é

O
Questao 4. (OBM — Primeira Fase — Nivel
Universitario — 2009)

(a) Encontre o valor minimo da funcdo f: R —
R dada por

f(z) =ec — .

Demonstracao. Temos

1 .
/
—_— —@e —1
filz)=—e
¢ 1
f”(x)=g€§-

Como f”(x) > 0, segue que f é uma func¢ao convexa.
Portanto, pelo Teorema 1.4, o minimo é global no

ponto onde f'(x) = 0. Assim,

E]
o8

=1=e =1l=zx=c%e.

1
- =e =
e

SRS

Logo, o valor minimo da funcao ¢é

fle)=e: —e=0.

Questao 5. (IMO 1995/2) Para reais positivos

satisfazendo abc = 1, mostre que

1 1 1
> —,
a?(b+c) +b3(c—|—a) +c3(a+b) — 2

| wo

Demonstracao. Facamos z = %, Yy = % ez = % Da
igualdade abc = 1, obtemos xyz = 1. Fazendo as

devidas substituicoes devemos mostrar que

x? y? 2? >3
y+z z4+z x4y 2

(9)

Consideremos a funcdo convexa f(z) =1 (z > 0).

Pelo Teorema 1.1, temos

f( T Y+ 2 Y T+ z
r+y—+z x r+y—+z Y

z r+y
r+y+=z z
T + 2z r+z
< ) —2 g
r+y+z T rT+y+=z Y

z T +
+ f( y)
rT+y+=z z

Multiplicando ambos os membros da desigual-

dade por z 4+ y + z > 0, obtemos
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rT+y+=z

+z+r+z+r+
(x+y—|—z)f(y y>

1.2 y2 22

< + + :
Yy+z xT+z T+Y

Logo,

T+y+z 2 2 22
Yy < LYy

2 Ty+z x4z x+vy

Pelo Teorema 1.6 temos

rT+y+z2>3Yryz =3,

obtemos a desigualdade desejada. O]

Problemas Propostos

Problema 1.1. (IMO 2008) Sejam a, b, ¢, d reais
positivos tais que abed = 1 e
a b ¢ d
at+btc+d>—-+-+-+-.
b ¢ d a
Prove que

d a

b ¢
at+b+ct+d<—+-+—+-.
a b ¢ d
Problema 1.2. (OBM — Primeira Fase — Ni-
vel Universitario — 2010) H4 muito tempo
em uma galdxia muito distante, utilizavam-se
como referéncia para viagens espaciais os pon-
tos A,B,C,D,E,F,G,H, vértices de um cubo
de aresta igual a um ano-luz, tendo os quadra-
dos ABCD e EFGH como faces e os segmentos
AFE,BF,CG, DH como arestas.

Uma nave espacial viaja com velocidade cons-
tante em trajetoria retilinea de B para C. Outra
nave viaja com velocidade constante igual ao triplo
da velocidade da primeira, em trajetoria retilinea de
A para (G. Sabendo que a primeira atinge o ponto
C no mesmo instante em que a segunda atinge o
ponto (7, determine a menor distancia entre as na-

ves durante esse deslocamento.

Problema 1.3. (IMO 1995/2) Para reais positi-

vos satisfazendo abc = 1, mostre que

1 1 1
ad(b+c) * b3(c+a) * Ala+b)

3
> —
-2

Problema 1.4. Mostre que de todos os retangulos
de perimetro p dado, o quadrado é o que tem maior

area.
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2. Curiosidade

O buraco negro da matematica: a

constante de Kaprekar

Erick Jessé Oliveira Arruda?

Um dos objetivos mais recorrentes na algebra e
na aritmeética é a busca por padroes para compre-
ender a ciéncia dos nimeros, essa persisténcia per-
mitiu avancgos para toda a sociedade ao longo das
geragoes.

Para além das aplicacoes praticas, algumas des-
cobertas fascinam e divertem, simplesmente por
apresentarem uma “feliz e bonita coincidéncia” que
apenas os nimeros sao capazes de proporcionar
(MALHEIRO; GOMES, 2011, online).

desse contexto, o matematico indiano Shri Datta-

A partir

treya Ramachandra Kaprekar dedicou-se a pesqui-
sar relacoes aritméticas intrigantes e publica-las,
mesmo enfrentando dificuldades como a oposicao e
a falta de apoio aos seus trabalhos, vistos como tri-

viais e supérfluos.

3Discente de Licenciatura em Matemética da UFRPE

O resultado mais conhecido é o caso do niimero
6174, nomeado de constante de Kaprekar, em sua
homenagem. Essa descoberta foi apresentada na
Conferéncia Matemaética de Madras em 1949, e pu-
blicada na revista Scripta Mathematica, em 1953.

Esse niimero ¢ também denominado de atrator
de ponto fixo dos 4 digitos e pode ser obtido se-
guindo o algoritmo da rotina de Kaprekar, conforme
descrito a seguir, e uma vez que um nimero entra
nessa rotina nao ha como escapar do fato que sem-
pre convergird para 6174, de maneira semelhante a
um buraco negro que suga tudo para a singulari-
dade.

A rotina consiste em seguir os seguintes passos:
(i) Escolher um namero de 4 digitos, com pelo me-
nos dois digitos distintos, (ii) Reorganizar os alga-
rismos em ordem decrescente e em ordem crescente,
(iii) Subtrair o menor nimero do maior, (iv) Repe-
tir os passos (ii) e (iii) com o novo nimero obtido.
Repetindo o passo (iv) em até 7 vezes, a resposta
final sera 6174.

Esse resultado pode ser facilmente testado de
maneira recreativa para despertar o interesse pela
matematica e qualquer pessoa pode verificar e se

surpreender. Vejamos alguns exemplos a seguir.

Exemplo 1: Numero da Edigao - 0039

Decrescente: 9300 e Crescente: 0039

1) 9300 — 0039 = 9261
2) 9621 - 1269 = 8352
3) 8532 - 2358 = 6174

Exemplo 2: Nimero do Ano - 2026

Decrescente: 6220 e Crescente: 0226

1) 6220 — 0226 — 5994
2) 9954 — 4599 — 5355
3) 5553 — 3555 — 1998
4) 9981 — 1899 — 8082
9) 8820 — 0288 — 8532
6) 8532 — 2358 = 6174

e N N S e S

Nos dois exemplos acima, assim como em todas

as 8991 possibilidades, o nimero sempre resultari
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na constante de Kaprekar. Essa propriedade ja foi
demonstrada e pode ser acessada em [1]. Todavia,
existem outras constantes, como o nimero 495 que
¢ o atrator de ponto fixo dos ntimeros de 3 digitos,
obtido ao aplicar a rotina de Kaprekar em até 6
vezes.

Ainda hd um mistério sobre porque esses ni-
meros em particular sao as constantes, no entanto,
segundo Silva (2021, p.16) os possiveis obtidos sao
sempre miiltiplos de 9, reduzindo o ntimero de pos-
siveis respostas, e a repetida aplicacao dessa rotina
linear tendem a levar o niimero escolhido para uma
constante ou um ciclo de nimeros.

Em suma, a constante de Kaprekar é um lem-
brete vivido de que a matematica nao se resume
apenas a formulas rigidas, mas estéa repleta de enig-
O trabalho de Dattatreya Kapre-

kar revela que mesmo nos algoritmos mais simples

mas elegantes.

podem residir padroes surpreendentes. Explorar o
niimero 6174 ou o 495 é, sobretudo, um convite a
curiosidade: uma prova de que na aleatoriedade dos
numeros, reside uma ordem silenciosa e fascinante

que rege 0 nosso sistema de contagem.
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3. Indicacao de Leitura

Uma Senhora Toma Cha...: como a
estatistica revolucionou a ciéncia no
século XX

Roberta Elaine Domingos de Aratjo*

O livro “Uma Senhora Toma ChA...”

, apre-
senta uma narrativa sobre o desenvolvimento da Es-
tatistica moderna e sua influéncia na construcao da
ciéncia ao longo do século XX. Escrita pelo estatis-
tico norte-americano David Salsburg, a obra retne
episodios, pesquisadores e descobertas que contri-
buiram para transformar a maneira como hipéteses
cientificas passaram a ser analisadas e validadas em

diferentes areas do conhecimento.

UMA SENHORATOMA CHA, ..

como a estafistica revolucionou a'ciéncia no século XX

&) ZAHAR

A obra faz referéncia a um episoédio classico da
historia da Estatistica envolvendo o estatistico Ro-
nald Aylmer Fisher. Durante uma reuniao social,
uma senhora afirmou ser capaz de identificar se o
leite havia sido colocado antes ou depois do chd em
uma xicara. Fisher transformou essa situacao apa-
rentemente simples em um experimento estatistico,
elaborando um teste de hipdtese para verificar se a
afirmacao poderia ser comprovada cientificamente.

O episddio tornou-se um marco da Estatistica
moderna e exemplifica como métodos estatisticos
podem ser utilizados para testar hipoteses e anali-

sar resultados de forma objetiva e rigorosa.

4Discente do Mestrado em Biometria e Estatistica Aplicada da Universidade Federal Rural de Pernambuco e monitora
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O livro estd organizado em 29 capitulos que
apresentam episodios marcantes da historia da Es-
tatistica, permitindo conhecer métodos utilizados
em setores que influenciam diretamente nossas vi-
das, como estudos farmacologicos e a melhoria da

qualidade de produtos industriais.

No capitulo 3, Querido senhor Gosset, David
Salsburg apresenta a trajetoria de William Sealy
Gosset, estatistico que publicou seus trabalhos sob o
pseudénimo “Student”. O autor descreve como Gos-
set desenvolveu o famoso teste t de Student ao bus-
car solucoes para problemas enfrentados na analise
de pequenas amostras, especialmente em pesquisas
industriais realizadas na cervejaria Guinness. Além
disso, Salshurg destaca a colaboracao entre Gosset
e outros pesquisadores da época, evidenciando o ca-
rater coletivo da construcao do conhecimento esta-

tistico.

Entre os capitulos apresentados na obra, o capi-
tulo 5, Estudos da variacao de safras, foi o que mais
despertou meu interesse, por destacar as contribui-
coes de Ronald A. Fisher para a consolidagao da Es-
tatistica moderna, especialmente o desenvolvimento
da analise de varidncia (ANOVA) e dos principios
do planejamento experimental, que revolucionaram
a conducao e a andlise de pesquisas cientificas em
diversas areas do conhecimento. Nesse capitulo,
sao discutidas as pesquisas agricolas realizadas em
Rothamsted, nas quais o autor apresenta o desen-
volvimento da analise de variancia (ANOVA), dos
experimentos randomizados controlados e da regres-
sao, conceitos fundamentais para a Estatistica apli-
cada. O capitulo demonstra como Fisher utilizou
métodos estatisticos para compreender as variagoes
observadas na producao agricola, permitindo dis-
tinguir efeitos naturais de resultados efetivamente

significativos.

Ja no capitulo 11, intitulado Testes de hipo6tese,
Salsburg apresenta discussoes sobre probabilidade,
inferéncia estatistica e os trabalhos de Jerzy Ney-
man. O autor descreve os debates entre diferentes

escolas estatisticas acerca da interpretacao da pro-

babilidade e da utilizacao dos valores de p (medida
de significAncia estatistica). A narrativa também
evidencia que a Estatistica nao se desenvolveu de
forma linear, mas a partir de debates teoricos, dis-
cordancias e reformulacoes conceituais.

A leitura de Uma Senhora Toma Cha permite
compreender que a Estatistica foi construida his-
toricamente como resposta as limitacoes da ciéncia
determinista. O livro possui uma linguagem acessi-
vel, tornando-se uma leitura interessante tanto para
estudantes quanto para pesquisadores. Assim, sob
minha perspectiva, a obra possibilita ao leitor per-
ceber a presenca da Estatistica em diversas areas
da sociedade e compreender sua importancia para

a producao do conhecimento cientifico moderno.

Referéncias.
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4. Quem pergunta, quer saber!

Revista do Professor de Matematica
(RPM n° 62, 2007)

Severino Barros de Melo®

Na presente edicao voltamos a revisitar a Re-
vista do Professor de Matematica (RPM) no intuito
de disponibilizar aos nossos leitores algumas dentre
as questoes interessantes que foram propostas por
leitores da RPM em mais de quatro décadas de pu-
blicacao, com as respectivas solu¢oes. Nessa secao
veiculada na RPM n° 62, ano de 2007, os professo-
res Antonio Luiz Pereira e Renate Watanabe rece-

beram a seguinte pergunta.

Pergunta: Sou uma assinante da RPM e gostaria
de saber se é possivel vocés me ajudarem na so-

lugao do exercicio abaixo. Uma folha de papel de

®Docente do Departamento de Educacdo da Universidade Federal Rural de Pernambuco
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dimensoes 6 x 8 é dobrada de modo que os dois vér-
tices diagonalmente opostos coincidam. Determine

o comprimento do vinco.

Resposta da RPM: Os triangulos retangulos
BAFE e BC'F sao congruentes porque ABE = CBF
(iguais a 90 — EBF. Logo, AE = FC' = FD = z.
Da figura a esquerda, obtém-se 62 + 2% = (8 — x)?
e, portanto, © = 7/4. Do trapézio, a direita, vem
y* = 62+(8—2x)? = 36+(9/2)* = 225/4. Portanto,
y=15/2.

5. Eventos

Fiquem Ligados!!!

e XII BIENAL DA SOCIEDADE BRA-
SILEIRA DE MATEMATICA

— Local:  Universidade Federal do Rio
Grande do Norte - Natal/RN

— Data: 3 a 7 de agosto de 2026

— Mais informagoes: https://sbm.org.

br/xii-bienal/sobre-o-evento/

e 102 ENCONTRO LUSO-BRASILEIRO
DE HISTORIA DA MATEMATICA

— Local: Instituto Federal de Educacao,
Ciéncia e Tecnologia do Para (IFPA) -
Campus Belém - Belém/PA

— Data: 11 a 14 de agosto de 2026
— Mais informagoes: https://sites.go

ogle.com/view/xelbhm/

e ] CLAMC-UMALCA JOINT MEE-
TING IN MATHEMATICS

— Local: Universidade de Campinas (UNI-
CAMP) - Campinas/SP

— Data: 24 a 28 de agosto de 2026
— Mais informagoes: https://sbm.org.

br/clamc/

e VI ENCONTRO REGIONAL DE MA-
TEMATICA APLICADA E COMPU-
TACIONAL

— Local: Instituto de Matematica e Esta-
tistica da Universidade Federal da Bahia
(UFBA) - Salvador - Bahia

— Data: 24 a 26 de agosto de 2026
— Mais informacgoes: https://www.even

3.com.br/vi-ermac-703820/

e IV WORKSHOP ONLINE DO PROF-
MAT

— Data: 17 a 19 de setembro de 2026

— Mais informagoes: https://sites.go
ogle.com/view/ivworkshopdoprofma

t/home?authuser=0

e 5° COLOQUIO DE MATEMATICA
DA REGIAO SUDESTE

— Local: Universidade Federal do Rio de
Janeiro - Rio de Janeiro/R.J

— Data: 28 de setembro a 02 de outubro de
2026

— Mais informagoes: https://sbm.org.

br/coloquio-sudeste-5/

6. Solucoes de Olimpiadas

OPEMAT 2025 - nivel 1

Nesta edicao apresentaremos a resolucao das
questoes da prova da 22 fase da Olimpiada Pernam-
bucana de Mateméatica (OPEMAT) do ano de 2025

referentes ao nivel 1.
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Estas questoes foram elaborada pela comissao
de provas da OPEMAT 2025 formada pelos pro-
fessores Adriano Regis Rodrigues, Daniel Casimiro,
Joas Elias dos Santos Rocha, Jogli Gidel da Silva
Araijo, Jorge Antonio Hinojosa Vera, Ricardo Nu-

nes Machado Junior e Thiago Dias.

Problema 1. Na papelaria “Escola Feliz”, Dona
Sonia vende materiais escolares apenas em pacotes

fechados. Existem dois tipos de pacotes:

e Pacotes com Lapis contendo 5 unidades.

e Pacotes com Borrachas contendo 7 unidades.

As compras devem ser realizadas exclusivamente
combinando quantidades inteiras desses pacotes.
Uma compra é considerada impossivel quando exis-

tem zero maneiras de realiza-la.

a) E possivel comprar exatamente 22 itens? Se
sim, de quantas maneiras diferentes essa com-

pra pode ser feita?

b) E possivel comprar exatamente 16 itens? Se
sim, de quantas maneiras diferentes essa com-

pra pode ser feita?

¢) Qual é a maior quantidade de itens que é im-

possivel de comprar? Justifique sua resposta.

Solucao. Sejam x a quantidade de pacotes de lapis
e y a quantidade de pacotes de borrachas. O total
de itens é dado por 5z + 7y, onde = e y sao nimeros

inteiros nao negativos.

a) Sim. Queremos bz + Ty = 22. Testando valores
para y:
e Se y = 0, a equagao bxr = 22 nao possui
solucao inteira.
e Sey=1,br=22—-7=15=x = 3.
e Se y =2, aequacao br = 22 — 14 = 8 nao
solucao inteira.
e Se y = 3, a equacao bxr = 1 nao possui

solucao inteira.

b)

e Se y > 4, o valor ultrapassa 22.

Portanto, ha apenas uma maneira: 3 pacotes de

lapis e 1 pacote de borrachas.

Nao. Queremos Hx + 7y = 16. Testando todos

os valores possiveis para y:

Se y =0, 5z = 16 (nao é divisivel por 5).

Sey=1,5r=16—7 =9 (ndo é divisivel
por 5).

Se y =2, 5z = 16— 14 = 2 (ndo é divisivel
por 5).

Se y > 3, o valor ja ultrapassa 16 (7 x 3 =
21).

Como nao ha valores inteiros de x e y que sa-
tisfacam a equacao, é impossivel comprar exa-
tamente 16 itens.
23 itens.
Justificativa: Primeiro, verificamos que 23 é im-
possivel testando os valores de y:

e y =0= 5z =23 (nao).

e y=1= 5z =16 (ndo).

e y=2= 5z =9 (ndo).

e y =3 = 5z =2 (ndo).
Em seguida, notamos que conseguimos formar
b totais consecutivos logo apds o 23:

© 24 =5x2+7x2

® 25=5x5+T7x0

e 26=0x147x3

e 27T=5x44+7x1
28=5x0+4+7x4

Como conseguimos obter 24, 25, 26, 27 e 28,
qualquer valor maior que 28 pode ser obtido
simplesmente adicionando pacotes de 5 unida-
des a um desses valores base. Logo, 23 é o maior

valor impossivel.

]
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Problema 2. Um grupo de 5 bailarinas veste ca-

misetas numeradas de 1 até 5. No palco, existem

5 marcas no chao também numeradas de 1 até 5.

Uma “formacao” consiste em posicionar cada baila-

rina sobre uma marca, de modo que todas as marcas

estejam ocupadas. Dizemos que uma bailarina esta

na posicao original quando o niimero de sua cami-

seta é igual ao ntmero da marca no chao.

a)

Considere apenas as 4 bailarinas numeradas de
1 até 4 e as marcas de 1 até 4. Quantas forma-
coes existem em que nenhuma bailarina esteja

na sua posicao original?

Considere agora as 5 bailarinas. Quantas for-
macoes existem em que exatamente uma bai-
larina esteja na posigao original e as outras

quatro estejam fora da sua posigao original?

Considere novamente as 5 bailarinas. Chama-
mos de caminhada uma forma de reorganizar as
bailarinas: Para cada marca X no chao é desig-
nada uma nova marca Y no chao (X pode ser
igual a V'), de modo que a bailarina que estava

sobre a marca X se movimentara para a marca

Y.

Podemos representar uma caminhada por uma
tabela de duas linhas: na primeira linha, temos
as marcas de 1 a 5; na segunda linha, embaixo
de cada marca X, ha a marca Y para onde a

bailarina da marca X se movimenta.

Por exemplo, a seguinte tabela

Inicio‘l 23 4 5
DepoiS‘Q 1 3 4 5

indica que as bailarinas das marcas 1 e 2 troca-
ram de lugar, e as demais permaneceram onde

estavam.

Uma caminhada ¢ chamada de espelhada
quando, comecando com todas as bailarinas em
suas posigoes originais e realizando a caminhada
duas vezes seguidas, todas voltam as posicoes

originais.

Solucao.

A caminhada acima é espelhada. Ja a cami-

nhada

Inicio |1 2 3 4 5
Depois |2 3 1 4 5

nao é espelhada, pois, ao repeti-la, a bailarina
1 termina na marca 3, que nao é sua posi¢ao

original.

Quantas caminhadas espelhadas existem?

a) Vamos analisar as escolhas da Bai-
larina 1 e as consequéncias para as demais.
A Bailarina 1 esta na fila para escolher uma
marca. Como ela nao pode ficar na marca 1,

ela tem 3 op¢oes (marcas 2, 3 ou 4).

Vamos supor que a Bailarina 1 escolha a
marca 2. Agora precisamos posicionar as bai-
larinas 2, 3 e 4 nas marcas restantes (1, 3 e 4),
garantindo que nenhuma fique na sua propria
marca. Vamos dividir as escolhas da Bailarina

2 em casos disjuntos (Principio Aditivo):

Caso 1: A Bailarina 2 escolhe a marca 1.
Restam as bailarinas 3 e 4 para as
marcas 3 e 4. A Bailarina 3 nao pode
ficar na marca 3, entao ela obrigatori-
amente vai para a marca 4. A Baila-
rina 4 fica com a marca que sobrou, a
marca 3. Temos 1 possibilidade neste

caso.

Caso 2: A Bailarina 2 escolhe a marca 3.
Restam as bailarinas 3 e 4 para as
marcas 1 e 4. A Bailarina 4 nao pode
ficar na marca 4, entao ela obrigatori-
amente vai para a marca 1. A Baila-
rina 3 fica com a marca que sobrou, a
marca 4. Temos 1 possibilidade neste

caso.

Caso 3: A Bailarina 2 escolhe a marca 4.
Restam as bailarinas 3 e 4 para as
marcas 1 e 3. A Bailarina 3 nao pode
ficar na marca 3, entao ela obrigatori-

amente vai para a marca 1. A Baila-
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rina 4 fica com a marca que sobrou, a
marca 3. Temos 1 possibilidade neste

Caso.

Pelo Principio Aditivo, se a Bailarina 1 for
para a marca 2, temos um total de 1+1+1 =3

formacoes validas.

O mesmo raciocinio se aplicaria de forma
idéntica se a Bailarina 1 tivesse escolhido a
marca 3 ou a marca 4 (sempre gerando 3 ra-

mificagoes validas para cada escolha inicial).

Portanto, pelo Principio Multiplicativo, mul-
tiplicamos as opgoes iniciais da Bailarina 1 pe-
las possibilidades de desdobramento de cada
escolha:

Total = 3(escolhas da Bailarina 1) x 3(formacoes

para cada escolha)=9

Resposta do item a): Existem 9 formagoes.

Este problema pode ser dividido em duas eta-

pas de decisao independentes:

Etapa 1: Escolher qual bailarina ficara na sua
posicao original.

Como temos 5 bailarinas, temos 5 escolhas
possiveis (pode ser a bailarina 1, ou a 2, ou a

3,0ua4, ouab).

Etapa 2: Posicionar as 4 bailarinas restantes.
Uma vez fixada a bailarina que fica no seu lu-
gar correto, restam 4 bailarinas e 4 marcas.
A condicao do problema exige que nenhuma
dessas 4 fique na sua posicao original. Nos ja
calculamos exatamente esse cenario no item a.
Sabemos que existem 9 maneiras de reorgani-
zar 4 bailarinas de modo que nenhuma fique

em sua marca original.

Aplicando o Principio Multiplicativo (ja que
para cada escolha da Etapa 1, temos as pos-
sibilidades da Etapa 2):

Total = 5(escolhas da fixa)x9(formas de de-

sorganizar as outras 4)= 45.

Resposta do item b): Existem 45 formacoes.

¢) Uma caminhada espelhada significa que, se

vocé aplicar a mesma regra de movimento
duas vezes, todas as bailarinas voltam para

o ponto de partida.

Se em uma caminhada s bailarina na marca
X vai para a marca Y e a bailarina da marca
Y val para uma marca Z entao a bailarina
da marca X nao volta a sua posicao original.
Portanto, precisamos contar as formas de or-
ganizar as 5 bailarinas em pares de troca e

posicoes fixas.

Isso s6 ¢é possivel se as bailarinas se enquadra-

rem em duas situacoes:

(a) A bailarina ndo se move (fica na sua po-

sicao original).

(b) Duas bailarinas trocam de lugar entre si

(um "par de troca").

Vamos dividir o problema em casos disjuntos
baseados na quantidade de pares que trocam

de lugar (Principio Aditivo):

Caso 0: Nenhuma troca.
Todas as 5 bailarinas ficam em suas posicoes

originais. Existe apenas 1 caminhada assim.

Caso 1: Exatamente um par troca de lugar (2
trocam, 3 fixas).
Para formar o par que vai trocar de lugar,

precisamos escolher 2 bailarinas dentre as 5.
(a) Temos 5 opgOes para a primeira inte-
grante do par.

(b) Temos 4 opgoes para a segunda inte-

grante.

(c) Pelo principio multiplicativo: 5 x4 = 20.
Porém, a ordem de escolha dentro do par

nao importa.

(d) Dividindo para corrigir a repeticao:
20/2 = 10.

Existem 10 caminhadas neste caso.
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Caso 2: Exatamente dois pares trocam de lu-
gar (4 trocam, 1 fixa).
Podemos construir essas caminhadas em eta-

pas:

(a) Etapa 1: Escolher a tinica bailarina que

ficara fixa. Temos 5 opcoes.

(b) Etapa 2: Separar as 4 bailarinas restan-
tes em dois pares. Para fazer isso, pega-
mos a primeira bailarina disponivel. Ela
tem 3 opcoes de parceira. Apos esse pri-
meiro par ser formado, sobrardao exata-
mente 2 bailarinas, que formarao o se-

gundo par obrigatoriamente (1 op¢ao).

Pelo principio multiplicativo:
5(escolhas da fixa) x 3(escolhas de parceira) x
1(parceiras restantes) = 15.

Existem 15 caminhadas neste caso.

Finalmente, aplicando o Principio Aditivo,
somamos os totais: Total = 1(Caso 0) +
10(Caso 1) 4 15(Caso 2) = 26.
Resposta do item c: Existem 26 caminhadas
espelhadas.

m

Problema 3. Um tradicional bloco de carnaval de
Pernambuco possui, em seu acervo inicial, 93 som-
brinhas de frevo e 50 estandartes.

Para renovar e equilibrar o desfile, a diretoria
utiliza um “Quiosque de Trocas” que trabalha se-

gundo duas regras estritas:

Regra 1. Entregar 5 sombrinhas para receber 3 es-

tandartes.

Regra 2. Entregar 2 estandartes para receber 6

sombrinhas.

Determine se ¢ possivel, através de uma suces-
sao dessas operacoes, aumentar o nimero total de
aderecos do acervo em exatamente 10 unidades, de
modo que, ao final, a quantidade de sombrinhas seja
exatamente o dobro da quantidade de estandartes.
Caso seja possivel, indique quantas vezes cada regra
de troca deve ser utilizada. Caso contrario, explique

0 porque.

Solugao. Sejam:
e Sy = 93: Quantidade inicial de sombrinhas.
e [y = 50: Quantidade inicial de estandartes.
e 1: Numero de vezes que a Regra 1 é aplicada.
e y: Numero de vezes que a Regra 2 é aplicada.

Analisamos o saldo liquido de aderecos (total de

pegas) em cada operagao:

e Regra 1: Perde 5 sombrinhas, ganha 3 estan-
dartes. Variacao: —5 + 3 = —2.

e Regra 2: Perde 2 estandartes, ganha 6 som-
brinhas. Variacao: —2 4+ 6 = +4.

O problema exige que o aumento total seja de

10 unidades. Logo:

—204+4y =10 = —x+2y =5 = =z =2y—5 (Eq. )

As quantidades finais de sombrinhas (Sf) e es-

tandartes (Ey) sao dadas por:

Sy =93 — b5z + 6y
Ey =50+ 3z — 2y

A condicao do problema ¢é que Sy = 2-Ey. Subs-

tituindo as expressoes:
93 — 5x + 6y = 2(50 + 3z — 2y) (10)

Desenvolvendo a equacao:

93 — 5z + 6y = 100 + 62 — 4y
6y + 4y — bz — 6z = 100 — 93
10y — 11z =7 (Eq. II)

Substituimos a (Eq. I) na (Eq. II):

10y —11(2y —5) =7
10y — 22y +55 =7

—12y =7—55
—12y = —48
y=4
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Agora, encontramos o valor de z:

r=2(4)—5
r=8—5
r=3

Verificamos os valores finais com z =3 e y = 4:

e Sombrinhas: 93 —5(3)+6(4) =93 —-15+24 =
102.

e Estandartes: 504+3(3)—2(4) = 50+9—8 = 51.
e Propor¢ao: 102 = 2 x 51 (Correto).

e Total: 102 + 51 = 153. Inicial era 143. Au-
mento de 10 (Correto).

Resposta: Sim, é possivel. O bloco deve rea-
lizar a Regra 1 trés vezes e a Regra 2 quatro ve-

zes. O

Problema 4. Um grande vitral de uma igreja tem
o formato de um paralelogramo ABCD, conforme

a figura abaixo.

Por razoes estruturais, engenheiros instalam cabos
de aco no interior do painel, ligando vértices e pon-
tos das bordas, exatamente como mostrado na fi-
gura. Todos os cabos sao retilineos, e seus pontos
extremos pertencem aos lados do paralelogramo.

Esses cabos dividem o painel em varias regioes. As
areas de quatro dessas regides (em metros quadra-

dos) sdo conhecidas:

(i) um painel central no formato de um quadril-

tero com area 79;

(ii) um painel superior no formato de um quadri-

latero com area 72;

(iii) dois pequenos painéis triangulares a direita,

com areas 10 e 8.

Préxima ao vértice superior esquerdo A, ha um pe-
queno painel triangular (a regido escura na figura),
cuja area é desconhecida. Determine o valor x da

adrea desconhecida.

Solug¢ao. Denotaremos, doravante, por [P] a area de
um poligono P. Considere o paralelogramo ABC' D

€ 0s pontos
EeAB, GeBC, FeDC.

Observe inicialmente que os triangulos AADFE
e AEFB tém bases contidas em AB, e a soma das
medidas dessas bases é igual 4 medida de AB. Além
disso, ambos possuem altura igual a altura do pa-
ralelogramo ABC'D relativa a base AB.

Logo, a soma das areas desses dois triangulos é

igual & metade da area do paralelogramo:
1
[ADE| + [EFB| = E[ABCD}.

Por outro lado, considere o triangulo AADG.
Tomando AD como base do paralelogramo, nota-se
que AADG tem a mesma base e a mesma altura
que ABCD. Portanto,

1
[ADG| = i[ABCD].
Assim, conclui-se que
[ADE| + [EFB| = [ADG].

Seja y a area da parte nao sombreada do trian-
gulo AADE, de modo que

[ADE] =z +y.

Seja z a area da parte nao sombreada do tridngulo
AFEFB, de modo que

[EFB] =72+ 2 + 8.

O Jornal de Matemaética Olimpica - UFRPE

ISSN 2526-8651



Observando
ANADG, temos

a decomposicao do triangulo

[ADG] =y + 79+ z + 10.
Substituindo essas expressoes na igualdade
[ADE]| + [EFB] = [ADG],
obtemos
(x+y)+ (724 2+8) =y + 79+ z + 10.
Simplificando,
x + 80 = 89,

donde concluimos que x = 9 0

Problema 5. O pai de Mateus recortou diversas
pecas de quatro tipos diferentes, todas compostas
por quadrados unitarios, conforme ilustrado abaixo.
Considere que ha um estoque ilimitado de cada tipo
de peca e que todas podem ser rotacionadas ou re-
fletidas.

Tipo 1 Tipo 2 Tipo 3

Tipo 4

Mateus deve decidir se é possivel cobrir perfeita-
mente (sem sobreposigdes ou espacos vazios) certos
tabuleiros retangulares utilizando apenas alguns dos

tipos de pecas fornecidas. Determine se:

(a) é possivel cobrir um tabuleiro 8 x 9 usando

pecas do tipo 2 e/ou 37

(b) & possivel cobrir um tabuleiro 11 x 13 usando

pecas do tipo 1 e/ou 37

(c) é possivel cobrir um tabuleiro 11 x 13 usando

pecas do tipo 1 e/ou 47

Solugao. (a) Sim

(b)

Nao. Observe que o total de casas do tabu-
leiro ¢ um ntimero impar e tanto as pecas do
Tipo 1 como as pecas do Tipo 3 possuem uma
quantidade par de quadrados, ao utilizar va-
rias dessas pecas, elas sempre vao cobrir um

nimero par de casas.

Nao. Utilizando a coloragao de um tabuleiro
de xadrez atribua o valor 1 para cada casa

escura e o valor —1 para cada casa clara.

Supondo que a casa que fica no canto esquerdo
superior é escura, o tabuleiro possui 72 casas
escuras e 71 casas claras. Portanto, a soma

dos valores de todas as casas deste tabuleiro é
72-(+1)+71-(-1) =1

Analisando a soma dos valores que cada peca

pode cobrir, observamos que

— Uma peca do Tipo 1 cobre uma casa
branca (+1) e uma preta (—1). O va-
lor dessa cobertura é (—1) + (+1) = 0.

— Uma peca do Tipo 4 pode cobrir 5 casas
pretas e 2 brancas. O valor dessa cober-

tura é 3.

— Uma peca do Tipo 4 pode cobrir 5 casas
brancas e 2 pretas. O valor dessa cober-

tura é —3.

Seja P; o numero de pecas do Tipo 1. Seja
P43y o ntimero de pegas do Tipo 4 com valor
da cobertura igual a 3. Seja P4 _3) o ntimero
de pecas do Tipo 4 com valor da cobertura

igual a —3. Para que cobertura seja possivel
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é necessario que a seguinte equacao admita

solucao nos inteiros nao negativos:
O'P1+3'P(473)—|—(—3)'P(4’,3) :17

ou seja, Py 3)— Pu,_3) = % precisa admitir so-
lugao com Py 3) e P4 _3) inteiros, o que ¢ um
absurdo.

m

7. Problemas propostos

Convidamos o leitor a responder alguns proble-
mas. Divirtam-se!!!

Enviem as solucoes dos problemas propostos
para o e-mail:emalematicaorente@gmail.com

Para que apreciemos sua solucao e o seu nome
apareca entre os solucionadores de questoes, o en-

vio do arquivo (.tex), no modelo disponivel no site,
deve ser realizado até 22/09/2026.

Problema 1. Sejam z,y, z € N tais que
4% 4+ 4Y 4+ 47 = 1104.

Determine o valor de xyz.

Problema 2. (OBM 2017 - 1? fase - Nivel Uni-
versitario) Determine o menor nimero positivo A
tal que, dados dois quadrados cuja soma das areas
é igual a 2017, é sempre possivel encaixar esses
dois quadrados, sem sobreposicao, num retangulo
de area A, sendo os lados dos quadrados paralelos

aos lados do retangulo.

Problema 3. Na figura abaixo temos um retan-
gulo ABC'D cujos lados AB e BC medem 70 cm e
42 cm, respectivamente, e o segmento AP mede um
quarto do comprimento do lado AB. O ponto FE é
a interseccao do segmento C'P com a diagonal BD.
Determine a distancia do ponto E ao lado AB, isto

é, determine o comprimento do segmento EF.

8. Solucoes dos Problemas

Nesta edicao apresentamos as solucoes dos pro-
blemas propostos da publicacao vol. 1, n. 37, de
outubro de 2025.°

Problema 4 (OBM - 2008). Considere a funcao
f, definida no conjunto dos niimeros reais e satisfa-
zendo f(z) = 3=

2z+3
namero de tais fungoes f para as quais f(f(z)) = x,

para todo x # _73 Determine o

para todo x tal que f(f(x)) esta bem definida.

Solugao. A fungao é f(r) = 2%, ¢ # _73 Quere-

22437
mos que f(f(x)) = x para todo x em que a compo-
sicao esteja bem definida.

Substituindo f(x) em si mesma:

Ccx

C

f(f@) = 57—
2 5013 T 3
Simplificando o denominador: 2 - ;== + 3 =
(2¢+6)xz49 .
T 2243 IOgO.
Az
@)= e omro

Impondo a condigao f(f(z)) = z, teremos:

cx

(2¢+6)xr +9 -7

Multiplicando:
?x = (2¢+6)2° + 9

Para que isso valha para todo x, os coeficientes

devem coincidir:

6Todas as solugoes desta edi¢ao foram enviadas pelo leitor Amaro José.
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e coeficiente de 2%: 2c+6=0=c= —3;

e coeficiente de z: ¢ = 9, o que é compativel

com ¢ = —3.

Conclusao: Existe apenas um valor de ¢, (¢ = —3)
que satisfaz a condicao, e ha exatamente uma fun-
cao f, (f(a:) = 2;?:”3) com a propriedade f(f(x)) =
x. O

Problema 5 (OBM —2012). Dois trens viajam com
velocidades constantes. Em comparacao com o trem
mais rapido, o trem mais lento demora 5 minutos a
mais para percorrer 6 km e, num intervalo de 20 mi-
nutos, percorre 4 km a menos. Qual é a velocidade,

em quilémetros por hora, do trem mais rapido?

a) 21 ¢) 30 e) 36

b) 27 d) 33
Solugao: Sejam:
e v, = velocidade do trem mais rapido (km/h)

e v; = velocidade do trem mais lento (km/h)

Para percorrer 6 km, o trem mais lento demora 5

minutos a mais. Como 5 minutos = 1—12 hora, temos:

66,1

v v 12

Em 20 minutos (% hora), o trem mais lento per-

corre 4 km a menos que o rapido:

Multiplicando toda a equacao por 3, obtemos:
vy =v.—12 (2)

Substituindo (2) em (1):

6 6 1

12 o 12

Multiplicando toda a equagao por 12v,(v, — 12):

720, = 72(v, — 12) 4+ v, (v, — 12)

720, = 720, — 864 + v? — 120,

Simplificando, temos a equagao quadratica:
v2 — 120, — 864 = 0

Resolvendo a equacao, encontramos a solugao
positiva:
v, = 36 km/h

A resposta é o item e). O

Problema 6 (UNEMAT - OM 2023). Em um certo
dia, o Dr. Marcio solicitou que seus pacientes pre-
sentes comparecam em dias distintos para futuras
consultas. O paciente A deve comparecer a cada 8
dias, o paciente B a cada 12 dias e o paciente C a
cada 18 dias. Apo6s quantos dias os trés pacientes
estarao no consultério no mesmo dia pela terceira

vez?

Solucao. Os trés pacientes voltam juntos sempre
em um intervalo igual ao minimo miltiplo comum
(MMC) dos periodos:

e A: 8 dias

e B: 12 dias

e (C: 18 dias
Fatorando:

o 8 =23

e 12=22.3

e 18=2.3
MMC =23.32=8-9="T2

Portanto, a cada 72 dias os trés estarao no consul-

torio no mesmo dia. Agora a contagem:

e 1? vez: no dia inicial (todos ja estavam pre-

sentes)
o 2% vez: apos 72 dias
o 3% vez: apos 2 x 72 = 144 dias

Resposta: os trés pacientes estarao juntos pela ter-

ceira vez apoés 144 dias. O
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