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Editorial

Caros Leitores,

Temos a satisfagao de colocar a disposi¢ao de
vocés a 382 edicio do EE Matematica, Oxente! E o
primeiro nimero de 2026, ano do nono aniversario
do projeto.

Nessa edig¢ao, trazemos na se¢ao artigo um tra-
balho intitulado Técnicas Olimpicas em Tabulei-
ros. Os autores sao Ricardo Nunes Machado e Ga-
briel Aratjo Guedes, professores do Departamento
de Matematica da Universidade Federal Rural de
Pernambuco. Nesse artigo, é interessante constatar
como o secular tabuleiro de xadrez tem um poten-
cial para gerar problemas matematicos. Muitos alu-
nos do ensino médio lembram do tabuleiro associado
ao célebre problema dos graos de arroz, nas aulas de
progressao geométrica. O artigo destaca o tabuleiro
como fonte de problemas olimpicos, usando inclu-
sive ferramentas matematicas da atualidade, como
o Teorema de Gomory.

Na secao curiosidade, com o titulo de A Mate-
matica Pelas Ruas, o professor Severino Barros de
Melo do Departamento de Educacao da Universi-
dade Federal Rural de Pernambuco destaca como a
Matematica pode “ir aonde o povo esta”.

A secao Quem pergunta quer saber! esclarece
sobre a quantidade de niimeros fracionarios: Quan-
tas fragoes existem?

O Homem que Mudou o Jogo é a indicagao de
filme, contribuicao de Roberta Elaine Domingos de

Aratjo, aluna do Mestrado em Biometria e Estatis-

tica Aplicada da Universidade Federal Rural de Per-
nambuco. No filme vem em evidencia o uso da es-
tatistica e da probabilidade como ferramentas para
auxiliar no éxito de competicoes esportivas.

A secao dedicada a resolugao de problemas apre-
senta solugoes da Olimpiada Pernambucana de Ma-
tematica 2024, segunda fase, nivel 3. H& tam-
bém proposicao de novos problemas bem como so-
lucoes daqueles apresentados na edicao de nimero
36. Agradecemos aos leitores Amaro José de Oli-
veira Filho e Nélio Anténio da Conceigao pelo envio
de tais solucoes.

Na agenda, destaque para a cerimonia realizada
dia 18 de marco, na qual o projeto do jornal E Ma-
tematica, Oxente! foi certificado com o Selo ODS
Educacao 2025, como uma das iniciativas aprovadas
pela Universidade Federal Rural de Pernambuco.
Este selo é um reconhecimento a projetos com im-
pacto social, ambiental ou econdémico, em sintonia
com os objetivos de desenvolvimento sustentavel da
agenda 2030 da Organizacao das Nacoes Unidas.

A todos que nos prestigiam com seu apoio, es-
tamos felizes em iniciar este ano juntos, mais uma
vez.

Aproveitem bem desta edicao.

Boa leitura!
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1. Artigo

Técnicas Olimpicas em Tabuleiros

Ricardo Nunes Machado &
Gabriel Aratjo Guedes

UFRPE - CEGEN - Departamento de Matemaética
(52171-900) - Recife - PE - Brasil

INTRODUCAO

Problemas de cobertura de tabuleiros aparecem
com frequéncia em olimpiadas de matematica. Em
geral, nesses problemas, deseja-se decidir se um ta-
buleiro pode ou nao ser coberto por certas pecas,
sem sobreposicoes e sem deixar lacunas. Apesar
dos enunciados muitas vezes parecerem geométri-
cos, sua resolucao costuma depender de ideias com-
binatorias simples e elegantes.

Neste artigo, apresentamos algumas técnicas
classicas usadas em problemas olimpicos envolvendo

tabuleiros. Entre elas, destacam-se a contagem de

casas, a coloracao de xadrez, coloragoes com mais
de duas cores, coloracoes listradas e atribuicoes de
valores as casas. Essas ferramentas permitem, em
muitos casos, provar que uma cobertura é impossi-
vel, em outros, ajudam a entender como uma co-
bertura pode ser construida.

Nosso objetivo é ilustrar essas técnicas por meio
de exemplos selecionados e problemas propostos,
mostrando como argumentos aparentemente ele-
mentares podem produzir solugoes bastante sofisti-
cadas. Para enriquecer a compreensao das técnicas
abordadas, todas as ilustracoes presentes neste ar-
tigo foram desenvolvidas pelos autores. Buscamos
oferecer uma ampla variedade de exemplos visuais,
garantindo que cada conceito seja demonstrado com
a maxima clareza. Esperamos, assim, oferecer ao
leitor um pequeno repertério de métodos tteis para
resolver problemas de cobertura em olimpiadas de

matematica.

Contagem e Coloracoes Basicas

O raciocinio por contagem é a primeira e mais
intuitiva ferramenta na resolucao de problemas de
tabuleiros. Inicialmente, um simples argumento de
area, paridade ou divisibilidade pode ser suficiente
para verificar a impossibilidade de uma cobertura.
Nesta secao, comecamos com argumentos simples de
area, paridade e divisibilidade, que ja sao suficientes

para resolver diversos problemas de cobertura.

Exemplo 1. E possivel cobrir um tabuleiro 2025 x

2025 com dominéds (pegas 2 x 1)?

Solug¢ao. O tabuleiro possui uma quantidade impar
de casas. Com dominés, nao é possivel cobrir uma
quantidade fmpar de casas. Logo, nao é possivel

cobrir o tabuleiro com os dominés. OJ

Exemplo 2 (Russia adaptado). Podemos cobrir

um tabuleiro 5 x 7 com L-trimin6s?

Figura 1.1: L-trimin6.
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Solucao. Note que um L-triminé tem 3 casas. Logo
ele cobre exatamente 3 casas do tabuleiro. Como s6
temos esse tipo de peca, a quantidade de casas do
tabuleiro coberta por essas pecas tem que ser mil-
tipla de 3. O nosso tabuleiro tem 5 -7 = 35 casas,

logo nao pode ser coberto por L-triminoés.

]

Exemplo 3 ([!|). Determine se é possivel cobrir
um tabuleiro 8 x 8 do qual foram retiradas a pri-
meira casa e a casa diagonalmente oposta usando

apenas dominos (pegas 2 x 1)?

Figura 1.2: Tabuleiro 8 X8 com a remocao da primeira
casa e a casa diagonalmente oposta.

Solucao. Observe que, neste tabuleiro, foram remo-
vidas duas casas escuras. Cada peca de dominé
sempre cobre uma casa clara e uma escura no ta-
buleiro. Deste modo, se fosse possivel cobrir o ta-
buleiro usando apenas dominés, deveriamos ter o
tabuleiro com a quantidade de casas escuras igual
a quantidade de casas claras. Neste tabuleiro exis-
tem 32 casas claras e 30 casas escuras. Logo, nao é

possivel fazer tal cobertura. O

Exemplo 4. Determine se é possivel cobrir um ta-
buleiro 8 x 8 do qual foram retiradas duas casas,
conforme a Figura 1.3 usando apenas domindés (pe-
cas 2 x 1)?

Figura 1.3: Tabuleiro 8 x 8 com duas casas de cores
distintas removidas.

Solucao. Sim, é possivel. Veja a Figura 1.4:

Figura 1.4: Cobertura do Tabuleiro da Figura 1.3
usando dominds.

O

De fato, o Exemplo 4 ¢ um caso particular do

seguinte teorema:

Teorema 1.1 (Teorema de Gomory [8]). Seja um
tabuleiro de zadrez de dimensoes m xn, onde o pro-
duto mn € um numero par. Se removermos do tabu-
leiro exatamente duas casas de cores opostas (uma
clara e uma escura), a malha resultante sempre ad-
matird uma cobertura perfeita utilizando exclusiva-

mente pecas de domind 2 X 1.

Observacao 1.1. Ralph E. Gomory foi um desta-
cado matematico norte-americano e um dos pionei-
ros da programagao inteira e da pesquisa operacio-

nal, tendo também desempenhado papel de grande
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relevancia na pesquisa cientifica da IBM. No con-
texto da matematica olimpica, seu nome esta asso-
ciado ao chamado Teorema de Gomory, que trata
de maneira elegante do problema de recobrir, com
pecas de domino, tabuleiros com casas removidas.
A demonstracao desse resultado apoia-se na mode-
lagem do tabuleiro por meio de grafos e na constru-
cao de ciclos hamiltonianos. Como tais ferramentas
se afastam do enfoque combinatoério adotado neste
trabalho, a prova formal do teorema foge ao escopo

deste artigo. Para saber mais sobre Gomory veja

[]-

Exemplo 5 (Seletiva Fortaleza — Rioplatense/2012
— Nivel A [1]). Benjamim tem 25 pegas A e 25 pegas
B, cujos formatos estao mostrados na figura.

Figura 1.5: Pecas do tipo A e B.

Tipo A Tipo B

Com as 50 pecas, Benjamim pretende cobrir um
tabuleiro completamente, sem deixar buracos e nem
fazer sobreposicoes. Ele sabe que cada quadradinho
da peca A e que cada quadradinho da peca B tem
1 cm? de area. Sabendo que ele pode girar as pecas
do jeito que ele quiser, podendo inclusive “inverter”

qualquer peca, pergunta-se:

(a) Se o tabuleiro for 8 x 8 (ou seja, ele tiver 8 cm
de comprimento por 8 cm de largura), é pos-

sivel que ele consiga cobrir todo o tabuleiro?

(b) Se o tabuleiro for 8 x 9, é possivel que ele con-

siga cobrir todo o tabuleiro?

(c) Se o tabuleiro for 9 x 9, é possivel que ele con-

siga cobrir todo o tabuleiro?

(d) Se todas as casas acima de uma diagonal do
tabuleiro 8 x 8 forem retiradas (veja Figura
1.6), é possivel que ele consiga cobrir todo o

tabuleiro?

Figura 1.6: Tabuleiro 8 x 8 sem as casas acima da
diagonal principal.

(a) Os dois tipos de pecas possuem area
2

Solucao.

4 cm” e o tabuleiro possui area 8 X 8 = 64
cm? que é maltiplo de 4. Vamos mostrar que
é possivel fazer a cobertura. Juntando duas
pecas do tipo B, obtemos um retangulo 2 x 4
e com 8 desses retangulos podemos cobrir o

tabuleiro, conforme a figura abaixo:

Figura 1.7: Cobertura do tabuleiro 8 x 8 utilizando
pecas do Tipo B.

—
| ]

(b) Os dois tipos de pecas possuem area 4 e o ta-
buleiro possui area 8 x 9 que é miltiplo de 4.
Vamos mostrar que é possivel fazer a cober-
tura. Juntando duas pecas do tipo A e uma
do tipo B podemos obter um retangulo 4 x 3.
Utilizando 6 desses retangulos podemos fazer

a cobertura, conforme na figura a seguir.
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Figura 1.8: Cobertura do tabuleiro 8 x 9 utilizando
pecas do Tipo A e B.

(c) O tabuleiro possui area 9 x 9 que nao é mul-
tiplo de 4. Portanto, nao é possivel fazer a

cobertura.

(d) A area do tabuleiro ¢ 14+2+---+8 = 36 que
é multiplo de 4. Porém, vamos mostrar que
nao é possivel cobrir o tabuleiro. Na colora-
cao do tabuleiro de xadrez, os dois tipos de
pecas cobrem duas casas claras e duas casas
escuras. O tabuleiro do item (d) possui 20 ca-
sas claras e 16 casas escuras, portanto nao é

possivel fazer a cobertura.
m

Exemplo 6 (Russia 1997 [6]). Podemos cobrir um
tabuleiro 75 x 75 usando dominés e cruzes (peca de

5 quadrados)?

Figura 1.9: Peca do tipo dominé e do tipo cruz.

Solucao. Utilizando a coloracao de um tabuleiro de
xadrez atribua o valor 1 para cada casa escura e o
valor —1 para cada casa clara.

Supondo que a casa que fica no canto esquerdo

. P . . 2
superior ¢ escura, o tabuleiro possui % = 2813

7521
2

a soma dos valores de todas as casas deste tabuleiro

casas escuras e = 2812 casas claras. Portanto,
é
2813 - (+1) + 2812 (—1) = 1.

Analisando a soma dos valores que cada peca pode

cobrir, observamos que

e Uma peca de Dominé cobre uma casa clara
(—1) e uma escura (+1). O valor dessa cober-

tura é 0.

e Uma peca em forma de Cruz com centro es-
curo cobre 4 casas claras e 1 escura. O valor

dessa cobertura é —3.

e Uma peca em forma de Cruz com centro claro
cobre 1 casa clara e 4 escuras. O valor dessa

cobertura é 3.

Seja D o nimero de dominés, C'r o nimero de cru-
zes com centro escuro e C'c o nimero de cruzes com
centro claro. Para que a cobertura seja possivel é
necessario que a seguinte equacao admita solugao

nos inteiros nao negativos:
0-D+3-Cc+(-3)-Cg =1,

ou seja, Co — Cp = % precisa admitir solucao com

CE e C¢ inteiros, o que é um absurdo. O

Coloragao com Mais Cores

Em muitos problemas de cobertura, a tradicio-
nal coloracao com duas cores nao é suficiente para
resolvé-los. Em alguns casos, torna-se natural re-
correr a coloracoes com trés ou mais cores. Esse
refinamento permite obter novos invariantes e, com
eles, demonstrar impossibilidades ou localizar posi-

coes especiais em uma cobertura.

Exemplo 7 ([3]). Um tabuleiro 5 x 5 é coberto por
oito pecas 1 X 3 e uma peca 1 x 1. Justifique por
que a peca 1 x 1 deve ficar exatamente na casa do

centro do tabuleiro.

Solucao. Vamos pintar o tabuleiro com as trés cores

da seguinte forma:
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Figura 1.10: Tabuleiro 5 x 5 com 3 cores.

Observe que o tabuleiro tem 8 casas com a cor
A, 9 com a cor B e 8 com a cor C. Colocando uma
peca 1 x 3 sobre o tabuleiro, ela sempre vai cobrir
uma casa de cada cor. Concluimos que a pega 1 x 1
deve estar sobre uma casa da cor B. Vamos girar
o tabuleiro 90 graus no sentido horéario obtendo a

nova coloracao:

Figura 1.11: Rotac¢ao do tabuleiro da Figura 1.10.

Pelo mesmo argumento anterior, a distribuigao
de cores se mantém (8 casas da cor A, 9 casas da
cor B, 8 casas da cor C). Logo, a peca 1 X 1 tam-
bém deve ocupar uma casa da cor B nesta nova
configuragao. Para satisfazer ambas as condigoes
simultaneamente, a posicao da peca deve estar na
intersecao. Observando as duas figuras sobrepostas,
a lnica casa que possui a cor B na primeira pintura
e a cor B na segunda pintura ¢ a casa central.

A seguir, exibimos uma cobertura valida:

Figura 1.12: Uma cobertura vélida.

Coloracao Listrada

Em varios problemas de cobertura, a coloracao
de xadrez nao é a mais adequada para revelar a
estrutura envolvida. Nesses casos, pode ser mais
conveniente adotar uma coloracao em faixas alter-
nadas, pintando, por exemplo, colunas consecutivas
com cores diferentes. FEssa estratégia, que chama-
remos de coloracao listrada, permite analisar com
mais precisao como cada peca ocupa o tabuleiro e
pode tanto excluir certas coberturas quanto deter-
minar quais configuragoes sao possiveis. Nesta se-
¢ao, veremos exemplos em que essa ideia se mostra

especialmente tutil.

Exemplo 8 (Estonia 1993 [5]). Para quais naturais
n é possivel cobrir um retangulo de tamanho 3 x n

com as pecas mostradas na Figura 1.137

Figura 1.13: Pegas L-triminé e Z-tetraminé.

L-triminés Z-tetraminds

Solucao. Pinte o tabuleiro com ntimeros da seguinte
forma: as linhas 1 e 3 com o nimero 1, e a linha 2
com o nimero —1. A soma de todos os nimeros no
tabuleiro é n.

Figura 1.14: Tabuleiro 3 x n com coloracao listrada e
atribuicao de valores as casas.

Veja que a soma dos nimeros cobertos por um
Z-tetramind é sempre zero. A soma dos nimeros
cobertos por um L-trimin6 é sempre 1 ou —1 (veja
as Figuras 1.15 e 1.16). Para cobrir o tabuleiro, a
soma total dos nimeros cobertos pelas pecas deve
ser n.

Se colocarmos as pecas do tipo L de modo que a
soma das casas seja 1, é possivel completar o tabu-
leiro de 2 em 2, de modo que a soma seja 2 a cada

duas colunas.
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Figura 1.15: Juntando duas pegas L-triminés, cada
uma com soma igual a 1.

No final chegaremos em n, se n for par. Entao
para qualquer n par, podemos completar o tabuleiro
apenas com L-triminos.

Se adicionarmos uma Z-tetramin6 ao tabuleiro,
a soma maxima de todas as pegas serd (n — 2), pois
cada Z-tetramind possui soma zero e apos adicionar
uma peca deste tipo, no maximo cabem (n — 2) L-
triminos, portanto a soma maxima possivel é (n—2).
Logo, nao podemos utilizar Z-tetraminos.

Vamos mostrar que n nao pode ser impar. Como
nao podemos utilizar as pecas Z-tetraminds, va-
mos analisar configuracoes com as pecas L-triminos.
Para cada peca do tipo L colocada como na Figura
1.16,

Figura 1.16: L-trimin6é com soma —1.

a soma serd igual a —1 e a soma total da cobertura
serd menor que n. Como toda peca deve contribuir
com soma +1, cada L-trimin6 ocupa exatamente
duas casas de uma das linhas extremas e uma casa
da linha central. Isso forca o recobrimento a se or-
ganizar em blocos 3 X 2, como na Figura 1.15. Por-

tanto, n deve ser par. O

Exemplo 9. Mostre que é impossivel cobrir um ta-

buleiro 10 x 10 utilizando apenas L-tetraminos.

Solu¢ao. Vamos fazer uma coloragao listrada nesse
tabuleiro, conforme a Figura 1.17. Perceba que in-
dependentemente de como seja colocada no tabu-
leiro, um L-tetramind sempre cobre 1 casa escura
e 3 claras ou 3 escuras e 1 clara como na figura

abaixo:

Figura 1.17: Tabuleiro 10 x 10 com colorag¢ao listrada
na vertical.

Vamos chamar de x a quantidade L-tetraminos
que cobrem 3 casas claras e uma escura do tabuleiro
e de y as que cobrem 3 casas escuras e uma clara.

Logo, temos os sistema:

rT+y=25
3z +y =50 (n°de casas claras)

z+ 3y =50 (n° de casas escuras).

Multiplicando a primeira equacao por 3 e sub-
traindo pela segunda equagao, obtemos 2y = 25.
Absurdo, pois x e y sao nameros inteiros. Logo,
nao podemos cobrir o tabuleiro 10 x 10 apenas com

esses tipos de pecas. O

Outros Tipos de Coloracao

Embora as coloracoes de xadrez, listrada e com
mais cores sejam especialmente frequentes, elas es-
tao longe de esgotar as possibilidades. Em muitos
problemas, a chave da solucao estd em construir
uma coloracao adaptada a pega ou a configuracao
estudada, de modo a destacar alguma regularidade
que nao seria percebida pelas coloragoes mais usu-

ais.

Exemplo 10 (|3]). Um tabuleiro 8 x 8 pode ser co-
berto por 15 pecas 1 X 4 e uma pega 2 X 2 sem que

haja sobreposicao?
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Solucao. Vamos colorir esse tabuleiro com a colora-

cao dupla diagonal:

Figura 1.18: Tabuleiro 8 x 8 com coloracao dupla di-
agonal.

Nessa coloracao temos 32 casas claras e 32 escu-
ras. Cada peca 1x4 cobre duas claras e duas escuras
independentemente de como for colocada no tabu-
leiro. E a peca 2 X 2 cobre uma casa escura e trés
claras ou cobre trés casas escuras e uma clara.

Figura 1.19: Tabuleiro 8 x 8 com coloracao dupla di-
agonal e algumas pegas sobre o tabuleiro.

Logo, as 15 pecas 1 X 4 cobrem 30 casas escuras
e 30 casas claras. Com a adicao da peca 2 x 2, teria-
mos a cobertura de 31 casas escuras e 33 claras ou 33
casas escuras e 31 claras. Portanto, concluimos com

esta contagem que tal cobertura é impossivel. [

Conclusao

Ao longo deste artigo, vimos que muitos proble-
mas de cobertura de tabuleiros podem ser resolvi-
dos por meio de ideias combinatoérias simples, mas
bastante eficazes. Em tais problemas, a andlise nao
depende apenas da geometria das pegas, mas tam-

bém da geometria do proprio tabuleiro e da maneira

como ambas interagem. Nesse contexto, contagem,
coloragoes e atribuicao de valores surgem como fer-
ramentas capazes de revelar restrigoes ocultas, ex-
cluir certas coberturas e, em alguns casos, descrever
as configuracoes possiveis. O dominio dessas técni-
cas amplia significativamente o repertério do aluno
olimpico e contribui para o desenvolvimento de uma
intuicao mais refinada na resolucao de problemas.
A fim de consolidar esse repertorio e desenvolver a
intuicao necessaria para aplicar o método correto
a cada situacao, o leitor é fortemente encorajado a

tentar resolver os problemas propostos a seguir.

Problemas propostos

Problema 1 ([6]). E possivel cobrir um tabuleiro
10x 10 usando apenas T-tetraminds, como na figura

abaixo?

Figura 1.20: T-tetramino.

Problema 2 (|6]). Para quais valores de m e n po-
demos cobrir um tabuleiro n x m utilizando apenas

L-tetraminés como na figura abaixo?

Figura 1.21: L-tetraminé.

Problema 3. Resolva o Exemplo 9 novamente,
agora utilizando a ideia de atribuir o valor 41 para

cada casa escura e o valor —1 para cada casa clara.

Problema 4 (Rissia 1996). E possivel cobrir um
tabuleiro 5x 7 com triminos em L (isto é, figuras ob-
tidas de um quadrado 2x2 removendo-se um qua-
dradinho de canto), sem ultrapassar sua borda, em
varias camadas, de modo que cada casa do tabuleiro

seja coberta pelo mesmo ntimero de triminos?

Problema 5 (Olimpiada de Maio 2008 [7]). Matias
cobriu um tabuleiro quadrado de 7 x 7, dividido em

casas de 1 x 1, com pecas dos trés tipos a seguir
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Figura 1.22: Os trés tipos de pecas.

Tipo 1 Tipo 2 Tipo 3

sem buracos nem superposicoes, € sem sair do ta-
buleiro. Cada peca do tipo 1 cobre exatamente 3
casas e cada peca do tipo 2 ou do tipo 3 cobre exa-
tamente 4 casas. Determine a quantidade de pecas
do tipo 1 que Matias pode ter utilizado. (As pegas

podem girar e ser viradas).

Problema 6 (Turkish IMO TST - 2004). Um ta-
buleiro 11 x 11 ¢é coberto por uma peca 1 X 1 e 40
pecas 1 x 3. Determine todos os locais onde a peca

1 x 1 pode ser colocada no tabuleiro.

Problema 7 (IMO - 2004 [2]). Defina um “gancho”
(hook) como a figura composta por seis quadrados
unitarios, conforme mostrado na imagem abaixo, ou
qualquer uma das figuras obtidas através de rota-

coes e reflexoes desta peca.

Figura 1.23: Gancho.

Determine todos os retangulos m X n que po-
dem ser cobertos sem lacunas e sem sobreposicoes

por ganchos, de modo que:

e o retangulo seja coberto sem lacunas e sem

sobreposicoes;

e nenhuma parte de um gancho cubra uma area

fora do retangulo.

Problema 8. Se um retangulo a x b é ladrilhado
por barras 1 X n (com rotagdes permitidas), prove

que n | aoun|b.

Problema 9. Considere um tabuleiro n X n com a
coloracao usual de xadrez, no qual cada casa con-

tém um ndmero inteiro. Se a soma dos nameros em

cada linha e em cada coluna é par, prove que a soma
de todos os nameros localizados nas casas escuras

também é par.
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2. Curiosidade

A Matematica Pelas Ruas

Severino Barros de Melo!

Caminhando em meio a uma multidao de turis-
tas que invadem a cidade italiana de Néapolis du-
rante a primavera, eis que os visitantes se deparam
com um fato inusitado, talvez tinico em espacos tu-
risticos. Em meio a lojas, bares, cafés, apresenta-
¢oes musicais, surge uma banca especializada em

Matematica.

Seu proprietario, um apaixonado pela Matema-
tica, teve a original ideia de disponibilizar as famo-
sas adivinhacoes envolvendo tabelas de nimeros. O
turista ao passar recebe um convite: “Escolha um
numero dessa cartela e nao me diga qual é. Farei
perguntas sobre os niimeros das demais cartelas e
ao final descobrirei o niimero que vocé escolheu”. O
transeunte entra na brincadeira, fica admirado com
a inteligéncia do “matemético” e antes de continuar
o passeio deixa algum dinheiro na caixinha do “gé-
nio” que dessa forma vai ganhando uma graninha

nas horas vagas.

Nao deixa de ser um modo criativo de demo-
cratizar a temida matematica e faz lembrar uma
afirmacao do matemaético espanhol Miguel de Guz-
méan, segundo a qual um matematico considera essa
ciéncia, para além de qualquer outra coisa, também

um jogo.

A foto abaixo da uma ideia da originalidade da
atividade e da banquinha, em meio a um cenario
bem diferente, com o titulo Universidade Matemd-
tica de Rua e a informacao hilaria, entrega diploma
em 3 minutos (para quem descobrir o truque, é

claro).

Figura 2.1: Banca de Matemaética

Fonte: acervo do autor

Em outra cidade da Italia, Siracusa, onde o peso
da historia também é fortemente sentido, encon-
tramos em muitos locais referéncias ao matematico
Arquimedes que ali viveu por muito tempo (ver in-
dicacio de Leitura, E Matemdtica, Ozente!, n.22).
Pracas, monumentos e outras coisas homenageiam o
filho ilustre. E, surpreendentemente, numa loja de
artesanato encontra-se a venda um jogo criado pelo
proprio Arquimedes. Na vitrine ha uma explicacao
sobre o jogo e consequentemente popularizando a
Matemaética. No cartaz lé-se: “ O Stomachion de
Arquimedes carrega em si uma magia milenar: 14
pecas que podem formar um quadrado de 536 modos
diferentes. Jogando, se pode formar além disso in-
finitas figuras geométricas e figuras de pessoas, ani-
mais ou qualquer outro objeto sugerido pela criati-
vidade. Aqui ao lado temos propostas algumas so-

lugoes possiveis, cabe a vocé encontrar outras mazis.

Arquimedes nasceu em Siracusa em 287 a.C..
Matemdtico, fisico, astronomo, é considerado um
O desenho do

Stomachion foi encontrado num seu pergaminho.

dos maiores cientistas da historia.

Sequndo muitos estudiosos, o estudo deste quebra-
cabeca possibilitou a Arquimedes interessar-se pelo
cdlculo combinatorio, um ramo da Matemdtica que
se desenvolveria somente 2000 anos mais tarde”.

(Traducao do autor).
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Figura 2.2: O jogo de Arquimedes

<TO 1HCHON

ILGIOCO DI ARCHIMEDE

ARChITIVYS

Fonte: Google imagem

Mas nem sempre as coisas funcionam tao bem
em relagao a Matematica. Numa nota explicativa
ao lado de um quadro, em um museu na cidade de
Faro (Portugal) ha um erro na numeragdo romana

colocada ao lado da obra em exposicao.

Figura 2.3: Nota explicativa

27.

Ex votos

Séc. IXX -1835
Pintura a oleo sobre tela
Ermida de Nossa Senhora
da Piedade - Loulé

EC°

CE =z~

Fonte: acervo do autor

Ex-voto

19th century — 1835
Oil on canvas
Hermitage of Our
Ladly of Piety - Loulé

Refletindo sobre as curiosidades mencionadas,
podemos parafrasear o compositor mineiro Milton
Nascimento dizendo: “a Matemética tem que ir

onde o povo esta”.

3. Indicacao de Filme

O Homem que Mudou o Jogo

Roberta Elaine Domingos de Arafijo?

Figura 3.1: Filme O Homem que Mudou o Jogo ilus-
trando o uso da matematica no esporte

BRAD PITT

Fonte: HBO MAX (2026).

O beisebol é um dos esportes mais tradicionais
dos Estados Unidos e possui uma longa historia
marcada por estratégias, estatisticas e decisoes téc-
nicas. Nesse cenario competitivo, as equipes bus-
cam constantemente novas formas de melhorar seu
desempenho e superar adversarios com maiores re-
cursos financeiros.

E nesse contexto que se insere O Homem que
Mudou o Jogo, um drama esportivo lancado em
2011, baseado em fatos reais. Disponivel nas plata-
formas HBO Max e Prime Video, o filme é estrelado
por Brad Pitt e Jonah Hill, ambos indicados ao Os-
car por suas atuacoes, e apresenta uma narrativa
inspiradora sobre inovacao e transformacao no es-
porte.

A histéria acompanha Billy Beane, um ex-
jogador de beisebol cuja carreira nao alcangou o su-
cesso esperado. Apos deixar os campos, ele assume
o cargo de gerente geral do time Oakland Athle-
tics e passa a enfrentar um grande desafio: montar
uma equipe competitiva mesmo dispondo de um or-
camento muito inferior ao de outros clubes. Diante
dessa realidade, Beane percebe que precisa repensar
completamente as estratégias tradicionais de recru-
tamento de jogadores.

E entdo que surge Peter Brand, um jovem ana-
lista formado em economia que acredita no poder
dos dados e das estatisticas para avaliar o desem-
penho dos atletas. Utilizando modelos mateméti-
cos, ele propoe uma abordagem inovadora para o

recrutamento de jogadores, substituindo avaliagoes

2Discente do Mestrado em Biometria e Estatistica Aplicada da Universidade Federal Rural de Pernambuco e monitora

voluntaria do Jornal E Matematica, Oxente!
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subjetivas por indicadores estatisticos.

Entre suas ferramentas estao modelos de regres-
sao linear, utilizados para estimar quantas parti-
das o time precisa vencer para alcancar a fase final
da competicao, e um coédigo que se refere a imple-
mentacao computacional desses modelos, responsa-
vel por organizar os dados dos jogadores em plani-
lhas e aplicar céalculos estatisticos capazes de inte-
grar diferentes informacgoes e projetar o desempe-
nho anual dos atletas. Ao apostar nesses jogado-
res, a dupla desafia a logica dominante do esporte e
conduz o time a uma impressionante sequéncia de
vitoérias consecutivas.

A proposta apresentada no filme evidencia o pa-
pel fundamental da matematica na tomada de de-
cisoes estratégicas. Por meio da andlise de dados,
padroes e probabilidades, Billy e Peter conseguem
identificar potenciais que passam despercebidos pe-
las avaliagoes convencionais. Assim, o filme mostra
como métodos quantitativos podem transformar a
forma de pensar e gerir até mesmo um esporte tao
tradicional quanto o beisebol.

Mais do que uma narrativa esportiva, o filme
apresenta uma reflexao sobre inovacao, coragem e
transformacao. A obra demonstra que questionar
paradigmas e adotar novas perspectivas pode gerar
mudancas significativas, mesmo diante de pressoes
e desafios. Ao retratar uma historia real de rein-
vencao e estratégia, o filme convida o espectador a
perceber como ideias ousadas e pensamento anali-

tico podem, de fato, mudar o jogo.
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4. Quem pergunta, quer saber!

Quantos niimeros fracionarios

existem?

Severino Barros de Melo?

Continuamos nesta edicao a visita ao Mathema-
tikum, um museu interativo muito familiar aos nos-
sos leitores (mais detalhes sobre o museu, acessar
nimeros anteriores do £ Matemdtica, Ozente!). No
final da visita o frequentador podia tirar duvidas
sobre a Matematica as quais eram respondidas pelo

matemaéatico diretor do museu.

Figura 4.1: Criancas visitando o Mathematikum

Fonte: Google imagem

Pergunta: Quantos ntimeros fracionarios exis-
tem?

Resposta de Albrecht Beutelspacher, a
época diretor do museu:

Georg Cantor (1845 - 1918) foi um auténtico re-
volucionario da Matematica. Desenvolveu uma sé-
rie de métodos que permitiram comparar conjuntos
infinitos. Cantor nos mostrou uma maneira viavel
de fazer afirmacoes objetivas sobre infinidades.

Um dos seus conceitos essenciais é o de enume-
rabilidade. Ele considera um conjunto infinito “enu-
meravel” ou “contavel” quando seus elementos po-
dem ser ordenados de maneira sucessiva: nimero 1,

nimero 2, nimero 3, etc, e quando nessa sucessao

3Docente do Departamento de Educacdo da Universidade Federal Rural de Pernambuco
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aparece cada um dos seus elementos. Por exemplo,
o conjunto dos niimeros pares positivos é enumera-
vel porque pode ser ordenado em uma sucessao: 2,
4,6, 8, 10, 12, ...

Uma primeira pergunta de peso que Cantor se
fez foi: o0s nimeros racionais; ou seja, as fragoes
sao contdveis? A auténtica provocacao encontra-se
na formulacao da pergunta: aparentemente existem
muito mais fracoes do que ntmeros inteiros, visto
que entre cada dois nimeros inteiros existe uma
quantidade infinita de fragoes. De maneira que a
quantidade dos ntmeros racionais deveria crescer
ao “infinito do infinito”. Isso é correto, porém em
seguida veremos que em matéria de infinitude nao

S€ avanca nerl uril pouco com isso.

Porém consideremos agora seriamente a per-
gunta se os niimeros racionais sao contaveis. Vamos
nos limitar a propor a enumerabilidade dos niime-
ros racionais que estao entre os nimeros 0 e 1. Para
isso precisamos ordenar essas fracoes. Comeca-se
pela primeira, em seguida vem a segunda, depois a
terceira e assim sucessivamente. [ nessa série te-
riam que aparecer todas as fragoes situadas entre 0

e 1.

S6 falta saber por onde comecar. Sem divida
nao pela fracao menor, pois entre os nameros 0 e
1 nenhuma é a menor. Um milionésimo nao é o

niimero menor, pois um bilionésimo é ainda menor.

Cantor revela também aqui uma radicalidade
despreocupada. Nao ordena as fracoes de acordo
com o seu valor, mas pelo tamanho do seu deno-
minador. Com isto se salta todas as propriedades

aritméticas ... porém funciona.

O menor denominador de todas as fragoes exis-
tentes entre 0 e 1 ¢ 2, como 1/2. Essa ¢ a primeira
fracao. Em seguida vem as fragoes com 3 no deno-
minador, ou seja, 1/3 e 2/3. Seguem as fra¢oes com
denominador 4; entre elas s6 figuram 1/4 e 3/4 por-
que 2/4 & 1/2 e esta ja foi considerada. As fragoes
com denominador 5 sdo 1/5, 2/5, 3/5, 4/5. E assim

se procede sucessivamente.

Nessa sucessao aparecem todas as fragoes entre

0 e 1. De modo que as fracoes entre 0 e 1 sao nume-

raveis. Com um raciocinio um pouco mais complexo
se observa que também o conjunto de todos os ni-
meros fracionérios é contavel. De modo que existe
uma quantidade infinita de fracoes, porém apenas
isso, posto que a enumerabilidade representa unica-

mente o primeiro nivel da infinitude.

5. Eventos

Fiquem Ligados!!!

e X ENCONTRO GOIANO DE EDUCA-
CAO MATEMATICA - X EnGEM

— Local: Universidade Estadual de Goiés —
Campus Central Henrique Santilo — Ana-
polis/GO

— Data: 5 a 7 de maio de 2026

— Mais informacgoes: https://www.even

3.com.br/x-engem-691728/

e« SEMANA DA MATEMATICA APLI-
CADA (SEMAP) DO IME-USP

— Local: Universidade de Sao Paulo (IME-
USP) — Séo Carlos - SP
— Data: 5 a 8 de maio de 2026

— Mais informacgoes: https://www.icmc
.usp.br/eventos/7208-semana-da-m
atematica-aplicada-semap-do-ime-u
Sp

e IV WORKSHOP DE MULHERES NA
MATEMATICA - WMM

— Local: Universidade Federal Rural de

Pernambuco (UFRPE) — Recife - PE

— Inscrigao: 2 de fevereiro a 13 de maio de
2026

Data: 13 a 15 de maio de 2026

— Mais informagoes: https://mat.ufcg

.edu.br/wmm/
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e V SEMINARIO DA REDE EDUCA-
CAO MATEMATICA NORDESTE:
A EQUIDADE NA INOVACAO DE
PRATICAS PEDAGOGICAS E EN-
CONTRO ESTADUAL DOS NU-
CLEOS DA SBEM - BA (EENS)

— Local: Universidade Estadual de Santa
Cruz — UESC - Tlhéus - Bahia

— Data: 13 a 16 de maio de 2026

— Mais informacoes: https://www.even

3.com.br/iv-seminario-da-rem-ne/

e VI CONGRESSO BRASILEIRO DE
JOVENS PESQUISADORES EM MA-
TEMATICA PURA, APLICADA E
ESTATISTICA (CBJME)

— Local: Universidade Federal do Piaui
(UFPI) — Teresina - PI

— Data: 18 a 22 de maio de 2026

— Mais informagoes: https://www.even
3.com.br/vi-congresso-brasileir
o-de-jovens-pesquisadoras-e-pesqu
isadores-em-matematica-pura-aplic
ada-e-estatistica-554803/

e XXIV SEMINARIO TEMATICO IN-
TERNACIONAL - ITINERARIOS
HISTORIAS DA MATEMATICA, ET-
NOMATEMATICA E EDUCACAO
MATEMATICA

— Local: Universidade Estadual do Ceara

(Campus do Itaperi) — Fortaleza - Ceara
— Data: 10 a 12 de junho de 2026

— Mais informacoes: https://24sti.gh

emat-brasil.com.br/

6. Solucoes de Olimpiadas

OPEMAT 2024 - nivel 3

Nesta edicao apresentaremos a resolucao das

questoes da prova da 22 fase da Olimpiada Pernam-

bucana de Matematica (OPEMAT) do ano de 2024

referentes ao nivel 3.

Problema 10. Dado um numero natural n > 0,

definimos a operagao unaria n* por
n*=nn+1)(n+2)(n+3)(n+4).

Encontre os nimeros naturais n menores que 100 tal
que n* termina com a maior quantidade de zeros.
Observacao: A quantidade de zeros em que um
nimero n* termina é o maior nimero k € N tal que
n* =a-10*, onde a € N.

Solugao. A quantidade de zeros em que termina um
natural m é dado pelo maior k para o qual 10* é di-
visor de m. Com efeito, 10* ¢ divisor de m se, e 56
se, 2% e 5% s3o divisores de m.

Note que 5 divide um, e apenas um, dos nime-
rosn,n+1,n+2,n+3,n+4. Como n < 100, se
5% & divisor de n* entdo k < 2.

Vale ainda que 22 divide n* qualquer que seja n
pois entre os nameros n,n + 1,n+2,n+3,n+4
existem pelo menos dois que sao pares, qualquer que
seja n.

n* terminard em mais zeros se entre 0os nimeros
n,n+ 1, n+2, n+ 3 en+ 4 houver um multiplo
de 25, o que é valido para

n = 21,22,23,24,25, 46,47, 48,49, 50,

71,72,73,74,75,96,97,98 e 99.

[]

Problema 11. Quantos sao os divisores positivos
de 2024%°%* que sao divisiveis por exatamente 2024

inteiros positivos?

Solucao. Temos que 2024 = 23 -11%- 23, Portanto,
20242024 — 6072 | 112024 . 932024 Geia 1y um divi-
sor de 20242924, Entao, n = 2% - 11Y - 23%, em que
0<2<6072,0<y<2024e0<2z<2024. Re-
sulta que n é divisivel por exatamente 2024 inteiros

positivos se, e somente se,

(z+1D(y+1)(z+1) =2024 = 23. 23" . 111,
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Ora, podemos pensar nos nimeros no lado esquerdo
da igualdade, x+1, y+1 e 241, como caixas e nos
ntimeros no lado direito, 2,2,2,11 e 23, como obje-
tos a serem colocados nas caixas. Existem C? = 10
modos de se distribuir os ntimeros 2. Com efeito,
podemos colocar os trés nimeros 2 em uma mesma
caixa (3 modos), dois nimeros 2 em uma caixa e
um nimero 2 em outra caixa (6 modos) ou um ni-
mero 2 em cada caixa (1 modo). Por fim, existem 3
modos de se distribuir o ntimero 11 e 3 modos de se
distribuir o nimero 23. Logo, existem 10-3-3 = 90
divisores de 2024%°%* que sdo divisiveis por exata-

mente 2024 inteiros positivos.
O

Problema 12. Para cada nimero inteiro positivo
n associamos um nimero inteiro nao negativo f(n)

de modo que se cumpram as seguintes regras:
1. f(ab) = f(a) + f(b);

2. f(n) =0 se n é um primo maior que 10;

3. f(1) < f(3°) < f(2) < 11.
Sabendo que f(2106) < 11, qual o valor de f(96)?

Solugdo. Pela propriedade 1. temos f(3°%) = 5f(3).
Dado que 0 < f(1) < 5f(3) < f(2) < 11, e que
5f(3) € um miltiplo de 5, temos 5f(3) = 5, ou seja,
f(3) = 1. Note que 2106 = 2 - 3* - 13. Assim, pelas

propriedades 1. e 2. temos que

F(2106) = £(2) +4f(3) + F(13) = f(2) + 4.

De f(2106) < 11, segue que f(2) < 7. Usando 3.
temos 5 < f(2) < 7 e assim f(2) = 6. Logo,

F(96) = f(3-2°) = f(3) +5f(2) = 31.
O

Problema 13. Uma folha de papel na forma de um
quadrado ABC'D de lado 10cm, é recortada e do-
brada da seguinte forma: a partir dos pontos médios
M e N dos segmentos AB e C'D, respectivamente,
considere os pontos [ e Y no segmento M N tais

que Y é o centro do quadrado, I estd entre M e

Y e o segmento /Y mede 1lem. Considere também
o ponto S dentro do retangulo AMND tal que o
triangulo ISY é isosceles com angulo da base SY'I
= 45°. Em seguida, a folha é recortada ao longo
dos segmentos MI, 1S e NY e dobrada ao longo
de 1Y e Y'S simultaneamente, conforme as etapas
descritas nas Figuras de 1 a 4, resultando na Figura
D.

Figura 1

Figura 2

Figura 3
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Figura 4

Figura 5

Se mudarmos as medidas dos angulos da base do
triangulo isosceles 1.SY de modo que SIY = SY],

70° < SYT < 75°, a drea de ISY seja igual a g e
fizermos uma dobra semelhante a descrita nas eta-
pas acima, qual é o valor da area da regiao do re-
tangulo M BC'N que sera sobreposta pela regidao do
retangulo AM; N1 D apoés a dobra?

2
Solugao. Como [ISY] = - temos que a altura

do triangulo ISY relativa ao lado IS é h = /2

. 3
e, pelo Teorema de Pitagoras, temos que V.S = —

Agora, seja R o ponto do segmento AD que inter-
secta BC apods a dobra. Prolongando os segmentos
Y M e RD, obtemos o ponto L e observamos que o
triangulo Y LR é semelhante ao triangulo I.SY, pois
o triangulo ISY é congruente ao triangulo YSF e
os angulos SYR e ORY sao alternos internos, visto
que Y R é transversal aos segmentos paralelos AD e

Mi Ny, onde M, e Ny sao os pontos correspondentes

a M e N, respectivamente, ap6s a dobra conforme

a figura abaixo.

<~ m — T

Além disso, seja O um ponto em RD tal que
YO é paralelo a AM;, e seja E o ponto médio do
segmento YI. Entao os triangulos EYS e ROY

sao semelhantes (critério AA). Desta semelhanga,

obtemos
1 5 /3
OR O0OY 9 5vV2
_EY—_ES:>OR—_\/§:>OR__4 .

Aplicando o Teorema de Pitagoras, ao triangulo
ROY temos

(YR)? = (OY)? + (OR)?

(4

Da semelhanca entre YLR e ISY temos que
LY YR 45+/2
- - LY = ——.
ST Iy S

Agora, seja H ponto de Y M tal que o segmento

= YR=
152
I

YR =

HR seja paralelo a NC' conforme a figura acima.

Como os triangulos ROY e Y HR sao congruentes

(caso (A.L.A)), temos que HY = OR = %— Seja

T o ponto do segmento AD que intersecta M B apods
a dobra conforme a figura acima. Observe que os

triangulos LHR e LMT sdo semelhantes (critério
AA). Como

LH:Ly_HY:458\/§ 52 35g/§ .

LM =LY — MY_M—5
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temos
MT LM MT:45\/'—40.
HR LH w2

Desta forma, a area do triangulo LMT é

LM .MT
[LMT] = === —

452 —40\ [ 452 —40
8 V2

2 112v2
eaareade LYRé

) (45v/2 — 40)°

452
LY .HR ~g °  225\2

2 2 16
Logo a area sobreposta Ag é dada por

[LYR] =

As =2.[YMTR] - [ISY] =
2. ([LYR] — [LMT)) — [ISY]

Assim,
oo [225V2 (45V2 - 107\ vz
5 16 112+/2 p)
1800 — 639+/2
28 '

]

Problema 14. Aline, Barbara e Clara sao as tni-
cas atendentes do setor de vendas de uma empresa
de telemarketing. As trés recebem uma planilha,
conforme abaixo, com informacoes de 2023 clientes

que devem ser contactados:

Numero Nome Atendente
1 Cliente 1
2 Cliente 2
3 Cliente 3
2023 Cliente 2023

No intuito de dividir o trabalho entre si, as trés
comecam a preencher a terceira coluna da planilha,
informando quem ir4 contactar cada cliente. De
quantos modos distintos isso pode ser feito, se cada
atendente deve ligar para um ntimero impar de cli-
entes, e se cada cliente s6 pode ser contactado por

exatamente uma atendente?

Solucao. Note que cada modo distinto de se divi-
dir os clientes entre as atendentes corresponde a
uma sequéncia de comprimento 2023, formada ape-
nas pelas letras A, B e C, de modo que cada letra
apareca um numero impar de vezes. Seja a, o nu-
mero de sequéncias de comprimento n que cumprem
a condicao do problema. Note que n é impar. Dada
uma sequéncia de comprimento n + 2, temos duas

possibilidades:
(i) a sequéncia termina em duas letras idénticas;
(ii) a sequéncia termina em duas letras distintas.

No primeiro caso, se removermos as duas ultimas
letras, obteremos uma sequéncia de comprimento
n cumprindo a condicao do problema. Como ha 3
possibilidades para a letra que se repetird ao final
da sequéncia, ha 3a, tais sequéncias.

No segundo caso, a sequéncia obtida retirando-
se as duas ultimas letras serd uma sequéncia de com-
primento n que nao cumpre a condicao do problema.
Com efeito, a sequéncia terd duas letras ocorrendo
um numero par de vezes e a terceira letra, um nu-
mero impar de vezes. Assim, para contar as sequén-
cias de comprimento n + 2 no segundo caso, basta
observar que tais sequéncias sao obtidas a partir das
sequéncias de comprimento n que nao cumprem a
condicao do problema acrescidas de uma copia de
cada letra que ocorre um nimero par de vezes, em
alguma ordem. Ora, existem 2(3" —a,,) tais sequén-
cias.

Portanto, o niimero total de sequéncias de com-

primento n + 2 é
Upio = 3a, +2(3" —a,) =a, +2-3".
Definindo b,, = a,,/3" — 1/4, vem que
Qpio =Qp +2-3" S byig = %bn.
A equacao caracteristica associada é

e
5

Dai, resulta que A = 1/3 ou A = —1/3. Segue que
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a solucao geral tem a forma

n — C1 3 Co 3 .

Reescrevendo em termos de a,, vem que

n

(Zn:Cl—CQ—Fz.

Usando o fato de que a; = 0 e a3 = 6, obtemos

3 an-1
n= (3" 1),
an =53 =)

Resulta que agp23 — %(32022 - ].) ]

7. Problemas propostos

Convidamos o leitor a responder alguns proble-
mas. Divirtam-se!!!

Enviem as solugoes dos problemas propostos
para o e-mail:ematematicaorente@gmail.com

Para que apreciemos sua solugao e o seu nome
apareca entre os solucionadores de questoes, o en-
vio do arquivo (.tex), no modelo disponivel no site,
deve ser realizado até 22/06/2026.

Problema 15 (UNEMAT - OM 2023). O tama-
nho da roda de uma bicicleta é determinado pela
medida do seu didametro, em polegadas. Minha bi-
cicleta tem aro 29 e a de minha filha aro 26. Isto é,
o diametro da roda da minha bicicleta mede 29 po-
legadas e da minha filha 26 polegadas. Determine,
aproximadamente, a diferenca entre os comprimen-
tos das circunferéncias das rodas das duas bicicle-
tas, em centimetros. Dado: 1 polegada = 2,54cm e
T =3, 14.

Problema 16 (OBMEP - 2013 - 1° Fase - Nivel 3).
O numero de alunos matriculados na Escola Muni-
cipal de Pirajuba permanece o mesmo desde 2011.
Em 2012, foram construidas 5 novas salas de aula
e, com isso, a média de alunos por sala foi reduzida

em 6 alunos em relacao a média de 2011. Em 2013,

foram construidas mais 5 salas de aula e, com isso,
a média de alunos por sala foi reduzida em 5 alunos
em relacao a média de 2012. Quantos alunos tem a
Escola Municipal de Pirajuba?

a) 3150
b) 3180
¢) 3240
d) 3300

e) 3350

Problema 17 (OBM - 2011). De quantas manei-
ras é possivel cobrir completamente um tabuleiro
2 x 2011 com dominés 1 x 2 (ou 2 x 1)7

8. Solucoes dos Problemas

Nesta edicao apresentamos as solugoes dos pro-
blemas propostos da publicacao vol. 1, n. 36, de
outubro de 2025.*

Problema 1. No ultimo aniversario de Carol, en-
quanto colocavamos as velas com os dois digitos da
idade dela, percebemos algo curioso: os mesmos ni-
meros podiam ser usados como base e expoente de
uma poténcia — e o resultado era exatamente a
idade dela!
fez?

Consegue descobrir quantos anos ela

Solucdo. A tnica idade possivel é 25 anos. Por qué?
Se a idade tem dois digitos a e b, entao a idade é
10a+b. O enunciado diz que usando os mesmos dois
digitos como base e expoente, em alguma ordem, o
resultado é exatamente a idade.

Entao deve valer ou

a’ =10a + b

ou
b* = 10a + b.

40 leitor Nélio Anténio enviou solucio para o Problema 1, enquanto que o leitor Amaro José enviou solu¢do para o
Problema 3. Além disso, ambos enviaram solugbes distintas para o Problema 2.
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Testando todas as combinacoes possiveis, a
inica que funciona é: 52 = 25, ou seja, com os di-
gitos 2 e 5, usando 5 como base e 2 como expoente,
obtemos exatamente 25, que corresponde a idade
25. Resposta: Carol fez 25 anos, pois 5% = 25,
a mesma idade formada pelos dois digitos usados
como base e expoente.

O]

Problema 2 (Banco de Questoes OBMEP - 2013).
O personagem histérico mexicano Benito Juarez
nasceu na primeira metade do século XIX (o século
XIX vai do ano 1801 ao ano 1900). Sabendo que
Benito Juarez completou x anos no ano x?2, qual foi

0 ano do seu nascimento?

Solucdo.  Se ele completou x anos no ano z?%, en-
tdo: ano de nascimento — z?-x porque no ano z2 ele
tem exatamente x anos. O nascimento deve estar
entre

1801 e 1850: 1801 < 2% — 2 < 1850.

X r? | 2x
40 | 1600 | 1560
41 | 1681 | 1640
42 1 1764 | 1722
43 | 1849 | 1806
44 | 1936 | 1892
45 | 2025 | 1980

O tinico valor de x cujo resultado esta entre 1801
e 1850 é: x=43 ano de nascimento = 1806.

Resposta: Benito Juarez nasceu em 1806. O
Solugio. ® Seja N o ano de nascimento de Benito.
As informagoes do problema nos diz que

N +z =22

Logo:

N =2%— 1.

Como ele nasceu na primeira metade do século
XIX (1801-1850), temos:

®Solucdo envida pelo leitor Amaro José
6Solucao enviada pelo leitor Nélio Antonio

1801 < 2% — 2 < 1850.

Precisamos resolver essa inequagao e encontrar
o valor de x que satisfaz essa desigualdade. Entao,

primeiro, resolvemos
2% — x> 1801

2 — 1 —1801 > 0.

Note que as raizes da equacao
2 — 1z — 1801 =0

Sao:

1++/14+7204 1+£+/7205
xr= = )
2 2

Verifique que /7205 =~ 84, 88, entao:

N LI
(a raiz negativa ndo nos interessa, afinal esta-
mos tratando da idade de Benito). Sabemos que o
grafico dessa equacao é uma parabola representada
por 22 — x — 1801, que tem concavidade para cima.
Logo a desigualdade vale para z > 42,94. Como
x € inteiro, x > 43.

Agora resolvemos
r? — x < 1850
r? —x — 1850 < 0.
Note que as raizes da equacao
r? — 2 — 1850 = 0
sao:

1++v1+7400 14£+/7401
T = = .
2 2

Verifique que +/7401 =~ 86,02,
1486,02
=5 ~ 43,515,

(1)

entao =z =~
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A inequacao vale para x entre as raizes, pois

r? — 2 < 1850, mas como x > 0, temos:
0 <z <43,515.

De x > 43 que foi solucao do primeiro caso e x
< 43,515 que foi solugao do segundo caso, conclui-
mos que o tnico valor inteiro possivel dessa desi-
gualdade, seré:

r = 43.

Logo o ano de nascimento de Benito sera dado por
N =43% — 43 = 1849 — 43 = 1806.

Portanto, concluimos que ele nasceu no ano de
1806. O

Problema 3 (OBMEP - 2025). Uma sequéncia de

nimeros naturais é definida por:
_ 2
Ap4+1 = Ay + ay,

para todo nimero natural n > 1. E a; = 3. Por
exemplo: ay = a; +a? = 3+ 3% = 12. Qual ¢ o
algarismo das unidades de asgi57

a)2 b)6 )7 d)8 e)9
Solucao. Basta olhar apenas o algarismo das unida-
des: se u, ¢ a unidade de a,, entao u, 1 = u, + ui
(mod 10), porque o algarismo das unidades de a?
depende s6 de u,,.
Comecando com u; = 3:
ou; =3+32=3+9=12=2 (mod 10).
ou3;=2+22=2+4+4=6.
e u, =6+62=6+36=142=2.
A partir daf as unidades alternam 2,6, 2, 6, . .. (periodo
2). Como agys tem indice impar maior do que 1,
sua unidade é 6.
Resposta: 6. O
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