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Editorial

Caros Leitores,

Temos a satisfacao de compartilhar com vocés a
edicao ntamero 35 do nosso jornal. Esta publicacao
chega até vocés como fruto de um trabalho coletivo,
projeto impregnado de empenho e entusiasmo. E
estimulante o incentivo que temos recebido daqueles
que acessam nossas matérias. Mesmo em conversas
informais fora do espaco virtual, frequentemente fa-
lamos do E Matematica, OXENTE! despertando a
curiosidade dos nossos interlocutores.

Prestes ao langamento desse ntimero, no dia 17
de junho, fomos convidados para apresentar o jornal
por ocasiao da premiacao aos medalhistas da Olim-
piada Pernambucana de Mateméatica (OPEMAT),
na Universidade Federal de Pernambuco. Para noés
foi um sinal de reconhecimento do nosso trabalho
em sintonia com os objetivos das olimpiadas.

No contexto dos eventos realizados, merece des-
taque a live do dia 24 de abril intitulada “Progressao
Aritmética e Triangulo Aritmético de Ntimeros Im-
pares”. A palestra foi proferida por Pedro Henrique
Sales Vital, baseada no artigo publicado em nossa
272 edigao.

O presente niimero apresenta na segao artigo,
um trabalho intitulado Qual a chance? Descubra
a Probabilidade por trds dos Problemas Olimpicos,
elaborado por Roberta Elaine Domingos de Aratjo,
estudante do programa de Pos-Graduacao em Bio-
metria e Estatistica Aplicada-UFRPE (e monitora

desse jornal) e Kleber Napoleao Nunes de Oliveira

Barros, docente desse mesmo Programa. O artigo
além de conectar o assunto com problemas oriun-
dos das olimpiadas, propicia uma reflexao sobre esse
ramo da matemaética que até o século XVI pratica-
mente inexistia.

Na secao curiosidade, Mariana Ferreira da Silva,
estudante do curso de licenciatura em Matematica
na Universidade Federal Rural de Pernambuco e
monitora do nosso jornal, fornece informagoes a res-
peito do Mathigon, um enfoque da Matematica em
Ferramentas Interativas, disponivel gratuitamente
na internet.

A secao Quem pergunta, quer saber! mata a cu-
riosidade daqueles que ja se indagaram acerca do
que pode ser considerado até hoje, o primeiro livro
de Matematica escrito.

A indicacao de leitura contou com a colaboracao
do professor Marcelo Pedro dos Santos, do Departa-
mento de Matematica na Universidade Federal Ru-
ral de Pernambuco. Ele propoe o livro intitulado
Teorema Vivo, traducao da obra Théoréme vivant,
autobiografia do matematico francés Cédric Villani,
vencedor da Medalha Fields 2010.

A parte dedicada a resolucao de problemas apre-
senta solugoes da Olimpiada Pernambucana de Ma-
temaética - 2023, (segunda fase, nivel 3). Propomos
também novos problemas e solucoes daqueles pro-
postos na edicao 33, enviadas pelos leitores Amaro
José de Oliveira Filho e Nélio Anténio da Concei-
Gao.

Desejamos uma excelente leitura.
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1. Artigo

Qual a chance?
Descubra a Probabilidade por tras

dos Problemas Olimpicos

Roberta Elaine Domingos de Aratjo e Kleber
Napoleao Nunes de Oliveira Barros

UFRPE - PPGBEA - Programa de P6s Graduagao em Biometria e
Estatistica Aplicada
(52171-900) - Recife - Pernambuco - Brasil

Introducao

A Teoria das Probabilidades é o ramo da Mate-
mética responsavel por desenvolver e investigar mo-
delos aplicaveis ao estudo de experimentos ou feno-
menos aleatorios. Esses modelos sao fundamentais
para a compreensao e resolucao de problemas pro-

postos em Olimpiadas de Matemaética.

O interesse dos matematicos no estudo sistemé-
tico de probabilidades ¢ relativamente recente (séc.
XVII) se comparado a Histéria da Matematica e
tem suas raizes nos jogos de azar. Nesse contexto,
normalmente ocorre a seguinte situacao: todos os
possiveis resultados tém a mesma chance de ocor-
rer.

Embora a complexidade dos modelos matemé-
ticos utilizados para descrever fenémenos aleatorios
varie conforme a natureza do fenémeno, todos com-
partilham elementos fundamentais. A seguir, anali-
saremos exemplos simples e representativos, com o
objetivo de introduzir conceitos gerais e essenciais
da teoria das probabilidades.

Este artigo tem como objetivo destacar aplica-
coes da Teoria das Probabilidades no contexto das
Olimpiadas de Matematica, incentivando o desen-
volvimento de estratégias de resolucao em proble-
mas através da observacao direta do fendmeno ale-

atorio.

Conceitos e Exemplos

Definicao 1.1. Qualquer experimento cujo resul-
tado nao se consegue prever ¢é definido como um ez-
perimento aleatorio. Nos experimentos aleatorios,
mesmo que as condigoes iniciais sejam sempre as
mesmas, os resultados finais de cada tentativa do

experimento serao diferentes e nao previsiveis.
Exemplo 1.1. [3]

a) lancamento de uma moeda honesta;

b) lancamento de um dado;

)
¢) langamento de duas moedas;
)

d

retirada de uma carta de um baralho completo
de 52 cartas.

Definicao 1.2. Espaco amostral é o conjunto for-
mado por todos os possiveis resultados de um ex-
perimento ou fenomeno aleatorio. Os elementos do
espag¢o amostral serao chamados também de pontos
amostrais. Representaremos o espaco amostral por
2. Nos exemplos dados na definicao anterior, os

espacos amostrais sao:
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Exemplo 1.2. [8]
a) Q={cara(c), coroa(k)};
b) ©={1,2,3,4,5,6};

C) Q:{<Cv k)? (C, C)? (ka C)? (kv k)}?
d) Q={Ao...Ko, Ap...Kp, Ae...Ke, Ac...Kc}.

Definicao 1.3. Evento aleatorio ¢ um subconjunto
qualquer do espaco amostral, que pode ser um tnico

ponto amostral ou uma reuniao deles.

Exemplo 1.3. [3] Langam-se dois dados. Enume-
rar os seguintes eventos:

A: saida de faces iguais;

B: saida de faces cuja soma seja igual a §;

C: saida de faces cuja soma seja menor que 2;

D: saida de faces cuja soma seja menor que 15;

E: saida de faces onde uma face é o dobro da
outra.

Os eventos pedidos sao:

A= {(1,1),(2,2), (3,3), (4,4), (5,5), (6,6)},

B={(4,4),(5,3),(6,2),(3,5),(2,6)},

C= ¢ evento impossivel,

D= () evento certo,

B {(1,2),(2,1),(2,4), (4,2), (3.6), (6,3)}.

Definigao 1.4. (Definicao Cléssica de Probabili-
dade). Suponha um experimento com um numero
finito de resultados igualmente provaveis. Nesse
caso, a definicao cldssica de probabilidade de um

evento A, representada por P(A), é definida por:

em que | | representa a cardinalidade de cada con-
junto.

Suponha que o espaco amostral tem um nimero
finito, n, de elementos, Q = {s1, Sa, ..., $p }. Se para

todo i, comi=1,2,--- ,n,
1

P i) = —

(s0) =

isto é, todos os elementos do espago amostral tem
mesma probabilidade, chamamos o espaco de equi-

provavel.

Exemplo 1.4. [8] Considere o langamento de um
par de dados de 4 faces. Admita que os dados sao
honestos e interprete essa suposi¢cao como cada um
dos dezesseis resultados possiveis, isto é, o espaco
amostral Q = {(i,7) : 4,5 = 1,2,3,4}. Perceba que
para calcular a probabilidade de um evento, deve-
se contar o nimero de elementos do evento e dividir
por 16 (o namero total de possiveis resultados). A
seguir estao algumas probabilidades de eventos cal-

culadas utilizando a definigao cléssica:

Solucao.
P(a soma das jogadas ser par) = 1% = %
P(a soma das jogadas ser impar) = % = %
P (o0 1° lancamento ser igual ao 2°) = 1% = 411
P (o 1° lancamento ser maior que o 2°) = % = g
P(soma > 4) = 1—2 = g
[
Exemplo 1.5. [3] Uma companhia de seguros ana-

lisou a freqiiéncia com que 2.000 segurados (1.000
homens e 1.000 mulheres) usaram o hospital. Os

resultados sao apresentados na tabela:

Tabela 1: Frequéncia de uso do hospital por sexo

Homens Mulheres
Usaram o hospital 100 150
Nao usaram o hospital 900 850
Total 1000 1000

a) Qual a probabilidade de que uma pessoa segu-

rada use o hospital?

b) Qual a probabilidade de escolher ao acaso uma

mulher que nao usou o hospital?

Solucao.

a) Temos que o total de segurados é 2000 e o total de
segurados que usaram o hospital é 100+ 150 = 250.
Portanto:

250 1
P(usar o hospital) = 2000 — 8 0,125.
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b) No total de 2000 pessoas onde 850 sdao mulheres
que nao usaram o hospital a

850
P(mulher que nao usou o hospital) = 2000 = 0,425.

O

A seguir apresentamos os trés axiomas que cons-
tituem a base fundamental da teoria das probabili-
dades, a partir dos quais todos os resultados subse-

quentes os utilizam, direta ou indiretamente.

Definigao 1.5. (Definigdo Axiomaética de Kolmo-
gorov!). Uma fungao de probabilidade, represen-
tada por P, é uma fun¢ao que associa a cada evento
A um valor, denominado P(A), que representa a
probabilidade de A. Essa funcao deve atender aos

seguintes critérios:

1. P nao é negativo, isto é, P(A) > 0, para todo
evento A.

2. A probabilidade de todo o espago amostral 2
é igual a 1, ou seja, P(Q2) = 1.

3. Se Ay, A,, ... € uma sequéncia infinita de even-
tos mutuamente exclusivos em  (4;NA; = ()

para i # j), entao

(0 - S

Pela definigao, temos 0 < P(A) < 1.

Definicao 1.6. (Probabilidade Condicional). Se A
e B C 2, definimos a probabilidade condicional de
A, dado que B ocorreu, denotado por P(A|B), da

seguinte forma:

i 1 ANB
P(A|B) = numero de elementos de A N

numero de elementos de B

De forma generalizada,

P(ANB)

P(AIB) = ~prg

P(B)>0. (1)

A Probabilidade Condicional oferece uma forma
de analisar o resultado de um experimento com base
em informagoes limitadas. Alguns exemplos de si-
tuagoes em que essa abordagem é aplicada incluem:

a) Em um estudo sobre a satisfagao de clientes,
vocé é informado que um cliente fez uma reclama-
¢ao sobre um produto. Qual é a probabilidade de
que esse cliente tenha retornado o produto, consi-
derando que ele ja fez uma reclamagao?

b) Durante um jogo de futebol, é informado que
a equipe A marcou um gol nos primeiros 10 minu-
tos de jogo. Qual é a probabilidade de que a equipe
A venca a partida, dado que ja fez um gol logo no

inicio?
Exemplo 1.6. [5] Considere os seguintes cenarios:

e “Uma pessoa tem dois filhos. Sabe-se que pelo

menos um deles é menino”.

e “Uma pessoa tem dois filhos. Sabe-se que o

mais velho é um menino”.

Calcule, em cada cenario, a probabilidade dessa pes-

soa ter dois meninos.

Solucao. Para resolver essa questao vamos usar o
conceito de probabilidade condicional e a probabili-
dade da uniao de eventos. Consideremos A o evento
“o filho mais jovem é um menino” e B o evento

“o filho mais velho é um menino”. Observe que

P(A) =1e P(B) = L

2
sao independentes, temos:

P(ANB) = P(4)-P(B) =11 =1.

Na primeira situacao, estamos interessados em

Como os eventos A e B

calcular a probabilidade do evento A N B dado que

ocorre o evento AU B. Assim,

P((ANB)N(AUB))
P(AUB)
P(ANB)

+ P(B) — P(AN B)

P(ANB|AUB) =

~ P(A

~—

N[ | =

1
+ 3

N
L

! Andrei Nikolaevich Kolmogorov (1903-1987) foi um matematico russo considerado o fundador da moderna Teoria das
Probabilidades, ao formaliza-la por meio de uma abordagem axiomatica em 1933.
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Na segunda situagao estamos interessados em
calcular a probabilidade do evento AN B dado que

ocorre o evento B. Assim,

P((AN B)N B))

P(ANB|B) = BE)
_P(AnB) § 1
- P(B) 2

[]

Exemplo 1.7. [3] Uma moeda honesta ¢ lancada
trés vezes sucessivas. Desejamos encontrar a proba-
bilidade condicional P(A|B) quando A e B sao os
eventos: A = aparecem mais caras do que coroas,
B = o primeiro langamento é uma cara. Sendo c :

cara e k : coroa.

Solugao. Temos que o espago amostral consiste de
oito elementos,

Q— cce, ckk,
kcc, kkk

que supomos ser igualmente provavel. O evento B

cck, cke,

kck, kkc,

consiste nos quatro elementos: ccc, cck, cke, ckk, en-

tao sua probabilidade é:
4
P(B)=-.
(B) =2

O evento P(A N B) consiste nos trés elementos

cce, cct, cke, logo sua probabilidade é:

P(ANB) = g

Utilizando a férmula da probabilidade condicio-

nal (1), temos que:

P(A|B) = % -

0| oo | w
| w

Problema de Monty Hall

O préximo exemplo traz o chamado “Problema

de Monty Hall”, que é um exemplo “classico” e am-

plamente reconhecido em competicoes de logica e
probabilidade, como olimpiadas escolares e univer-
sitarias. Embora sua forma classica (trés portas,
prémio, apresentador) seja rara nessas provas, 0s
conceitos subjacentes, como escolha condicional e
atualizacao de probabilidades, sao frequentemente
abordados. O site “Clubes OBMEP” é um exemplo
de material educacional que adapta esse problema
[4]. Ele é inspirado em um programa televisivo dos
Estados Unidos chamado “Let’s Make a Deal”, exi-
bido na década de 1970 e apresentado pelo Monty
Hall. Adaptacoes também foram exibidas no Brasil
por varios apresentadores desde a década de 80, por
exemplo, a “Porta dos Desesperados” do programa

do apresentador Sérgio Malandro.

Exemplo 1.8. [3] Em certo programa de TV, o ob-
jetivo é ganhar um carro como prémio. O apresen-
tador do programa mostra a vocé trés portas fecha-
das. Atras de uma das portas ha um carro e atrés
de cada uma das outras duas ha um bode, mas nao é
possivel ver em qual até abrir as portas. Vocé parti-
cipa do jogo e seu objetivo é ganhar o carro (mesmo
nao tendo nada contra bodes). Inicialmente, ele
pede a vocé para escolher uma porta. Em seguida,
o apresentador (que sabe onde o carro e os bodes
estao) abre uma porta diferente da que vocé esco-
lheu e (propositalmente) mostra que ha um bode.
Restaram, portanto, duas portas fechadas. Entao o
apresentador pergunta se vocé quer continuar com
a porta escolhida inicialmente ou prefere trocar de
porta. Qual a probabilidade de ganhar o carro em

cada caso?

Figura 1.1: O problema de Monty Hall.

Fonte: Clube de matematica da OBMEP, 2025.
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Solucdo. A primeira vista, pode parecer que res-

tam duas portas e, por isso, a probabilidade de estar
com a porta correta é —; sendo assim, trocando ou
nao de porta o participante teria a mesma chance

de ganhar.

Figura 1.2: Escolha do apresentador.

1 2

0

-4

il

Fonte: Wikipédia, 2025.

E importante observar que, nesse problema, a
escolha do apresentador nao é aleatoria. Ele abre
uma porta onde sabe que o carro nao esta. Agora,
vamos analisar as duas estratégias. Estratégia em
que voceé fica com a porta que escolheu inicialmente:
a unica forma de ganhar o carro é se ele estava atras
de sua porta desde o inicio do jogo. Como no inicio
havia trés portas e apenas uma delas com um carro
atras, essa probabilidade é igual a —. Veja que,
independentemente de qual porta vocé escolheu, o
apresentador sempre poderd abrir uma porta atras
da qual h4 um bode. Assim, isso nao altera sua pro-
babilidade inicial. Estratégia em que vocé troca de
porta: neste caso, a probabilidade é o complemen-

tar da estratégia anterior, ou seja, Como manter da

1 2
3 de chance de ganhar, trocar da 1 — - = —. De

fato, se, no inicio do jogo, vocé havia escolhido a
porta onde estd o carro, entao, ao trocar de porta,
vocé perderia o carro, com probabilidade —. Por
outro lado, se no inicio do jogo vocé havia escolhido
qualquer uma das duas portas com o bode, entao,
como o apresentador mostra qual a outra porta com

o bode, ao trocar de porta vocé ganhara o carro. E

isso acontece com probabilidade 3"

Primeira escolha

Proposicao 1.1. (Regra do Produto). Assumindo
que todos o0s eventos condicionantes® tém probabili-

dade positiva, temos que

i XP(A3|A1QA2)
i)

Demonstracao. Iremos demonstrar por indugao

que, para quaisquer eventos A, Ao, ..., A,, temos:

P(ANAs0- - -NA,) = P(A)-P(As| A1) P(A3|A1NAy) - -
CP(A AL NN Ay)
Para n = 2, temos:

que é a definicao basica de probabilidade condi-

cional. Suponha que é valida para n = k, ou seja,
P(A1 NN Ay) =P(Ay) - P(As|Ay) - --
P(Ak|A1 n---N Ak—l)-

Queremos mostrar que vale para n = k + 1.
Usando a definicao de probabilidade condicional, te-

mos:

P(AIN - NAjyy) = P(A1N- - NAg)-P(App1 | A1 - -NAy).

2Um evento condicionante é um evento cujo resultado ja se conhece ou se assume como certo, e que influencia a probabi-

lidade de outro evento ocorrer.
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Substituindo a hipétese de inducao:

P(Ay Ao Agypt) =P(Ay) - P(As|Ay) - -
P(Ak|A1 n--- ﬁAk_l)
P(Ak+1|A1 n---N Ak)

Logo, vale para k + 1. Por inducao matemaética,

a Regra do Produto vale para todo n € N. O]

Muitos experimentos tém naturalmente um ca-
rater sequencial, como por exemplo, observar o va-
lor de uma acao em cinco dias. Uma descrigao se-
quencial baseada em arvore é considerada tutil para
descrever o experimento e o espaco amostral asso-
ciado. Um diagrama em arvore ¢ formado por nos,
caracterizado por pontos que representam eventos,
e esses nos sao unidos por segmentos de reta, cha-
mados de ramos ou galhos, que indicam a ordem
sequencial de ocorréncia dos eventos. Podemos vi-

sualizar no exemplo a seguir:

Exemplo 1.9. Uma urna contém 3 bolas azuis e 8
bolas verdes. Suponha que sao sorteadas trés bolas
sucessivamente e sem reposi¢ao. Qual a probabili-

dade de que sejam retiradas 3 bolas verdes?

Solucao. Considerando os eventos: V; = a pri-
meira bola sorteada é verde; V5= a segunda bola
sorteada é verde; V3= a terceira bola sorteada é
verde. Considere também os eventos A; = a pri-
meira bola sorteada é azul; Ay = a segunda bola é

azul e Az = a terceira bola é azul.

A probabilidade de retirar a primeira bola e ela

ser verde é —. Visto que o evento V; ocorreu, temos

que a probabilidade da segunda bola ser sorteada e

ser verde é 10 Dado que os eventos V; e V5 ocor-
e 6

reram, a probabilidade de V3 acontecer é 9

O diagrama em arvore a seguir ilustra as possi-

bilidades.

6" vl nis)
I |
11 10 9
e e ANt

10 \. A|V

Portanto,

8 7 6 56

O

Definicao 1.7. (Independéncia de dois eventos)
Dois eventos A e B sao considerados independen-
tes se a ocorréncia de B nao altera a probabilidade

de ocorréncia de A, ou seja,
P(ANB)=P(A)-P(B). (2)

Alternativamente, podemos aplicar a igualdade
acima na féormula da probabilidade condicional (1),

para obter:
P(A|B) =P(A). (3)

Definicao 1.8. (Independéncia de varios eventos)

Se {A;,i=1,2,...,n} é uma sequéncia de eventos

independentes, entao

P (ﬂ AZ») =[P,

€S 1€S

em que S é uma colecao discreta de indices, com i

pertencente a S.

Exemplo 1.10. [5] A independéncia de pares nao
implica independéncia de varios eventos. Considere
entre todos os eventos, dois lancamentos de moedas

independentes e os seguintes eventos:

H, = {o primeiro lan¢amento é cara},
Hy = {o sequndo lan¢amento é cara},
D = {os dois langamentos tém

resultados diferentes}.

O Jornal de Matematica Olimpica - UFRPE

ISSN 2526-8651



Solucao. Pela definicao de independéncia de dois
eventos, temos que os eventos H; e Hy sao indepen-
dentes. Para ver que H; e D sao independentes, nos

temos que:

1
P(D|H,) = % - % -
2

Da mesma forma, Hy e D sao independentes. Por

outro lado, temos:

111
P(H\NHND) =0 # 335 = P(H,)-P(Hy)-P(D),
e esses trés eventos nao sao independentes. 0

Teorema 1.2. (Teorema da Probabilidade Total)
Sejam Aq, ..., A, eventos disjuntos que formam
uma particao® do espago amostral (cada resultado
possivel estd incluido em um e apenas um dos even-
tos Ay, ..., A,) e considere que P(A;) > 0,V i = 1,

..., n. Entao, para qualquer evento B, temos

P(B)=P(AiNB)+---+ P(A,NB)
= P(Ay) - P(B|Ay) +---+ P(A,) - P(B|A,).
(4)

Figura 1.3: Representacao grafica do Teorema da Pro-
babilidade Total

Fonte: Autoria Prépria, 2025.

Demonstracao. Pela definicao de probabilidade

condicional:

P(BNA;)
P(A;)

P(BN 4;) = P(B| A)P(A).

P(B|Ai) =

Como Al, AQ, .

entao os eventos B N A; também sdao mutuamente

.., A, formam uma particao de {2,

exclusivos e:
n

UJBnA) =B

i=1
Pelo terceiro axioma de Kolmogorov (adigao para

eventos disjuntos):

P(B)=P (CJ(B N Ai)> - Zn: P(BN A)).

i=1 i=1

Substituindo a expressao do passo 1:
P(B) =) P(B|A)P(A).
i=1

]

Exemplo 1.11. [8] Em um torneio de xadrez a pro-
babilidade de ganhar um jogo é 0,3 contra metade
dos jogadores (chamaremos de tipo 1); 0,4 contra
um quarto dos jogadores (chamaremos de tipo 2); e
0,5 contra o quarto restante dos jogadores (chama-
remos de tipo 3). Considere que um oponente seja
Qual é a probabilidade

de ganhar desse adversario?

escolhido aleatoriamente.

Solugao. Seja A; o evento de jogar com o oponente

do tipo i. Temos que:

P(4;) =05
P(4,) = 0,25
P(4;) = 0,25.

Seja B o evento para ganhar. Temos:

P(B|A;) =03
P(B|A,) =04
P(B|A;) = 0,5.

3Uma particdo consiste na divisio do espaco amostral em eventos cuja intersecdo é vazia, isto é, eventos mutuamente

exclusivos e em que | J;_; 4; = Q.
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Utilizando o Teorema da Probabilidade Total (4),

temos que a probabilidade de ganhar é:

P(B) = P(A)) - P(B|A)) + P(Ay) - P(B|Ay)
+P(A3)-P(B|A3) =0,5-0,3+0,25-0,4+0,25-0,5
= 0,375.

]

1.3. (Teorema de

Ay, ..., A, eventos disjuntos que formam uma parti-

Teorema Bayes) Sejam
¢ao do espago amostral, e suponha que P(A;) > 0,
para todo ©. Entao, para qualquer evento B tal que
P(B) > 0, temos:

P(A;) P(B|A:)
P(B)
_ P(Ai) P(B|A)
~ P(A)P(B|A) + ...+ P(A,)P(B|A,)

P(Ai|B) =

Demonstracao: Ver [(].

Exemplo 1.12. Considere novamente o Exemplo
11.

Solugdo. Usando o Teorema de Bayes (1.3), temos:

0,5-0,3
P(A; | B) = i =0,4.
(A1l B) 0,5-0,3+0,25-0,4+0,25-0,5

Problemas Olimpicos

Os problemas apresentados a seguir foram reti-
rados do acervo de provas anteriores da Olimpiada
Brasileira de Matematica das Escolas Publicas (OB-

MEP), que podem ser consultadas em [11].

Problema 1.1. (OBMEP - 2019) Em uma caixa
ha cinco bolas idénticas, com as letras O, B, M, E
e P. Em uma segunda caixa hé trés bolas idénticas,
com as letras O, B e M. Uma bola é sorteada da
primeira caixa e, a seguir, outra bola é sorteada da
segunda caixa. Qual é a probabilidade de que essas

bolas tenham a mesma letra?

Solugao. Temos 5 possiveis escolhas de bolas na
primeira caixa e 3 possiveis escolhas na segunda.
Com isso, a quantidade total de possiveis retiradas

de bolas das caixas é de 5 -3 = 15.

como a segunda caixa s6 possui bolas O, B e M,

Note que,

na primeira caixa precisamos tirar uma bola com
uma dessas letras e, portanto, temos 3 possibilida-
des favoraveis para a retirada da bola da primeira
caixa. Assim, a bola que devemos retirar da se-
gunda caixa ja fica determinada, ja que deve ser a
bola de mesma letra da que ja retiramos. Logo, a

quantidade de casos favoraveis é de 3-1 = 3. Por-
3 1

tanto, a probabilidade pedida é de =5 O
Problema 1.2. (OBMEP - 2009) Luciana tem trés
canetas pretas e trés vermelhas. Ontem ela pegou,
ao acaso, uma dessas canetas e colocou-a na bolsa.
Hoje ela colocou uma caneta preta na bolsa. Se ela
retirar uma dessas duas canetas da bolsa, sem olhar,

qual a probabilidade de essa caneta ser preta?

Solugcao. Vamos denotar por P e V canetas pretas
e vermelhas, respectivamente. Como o numero de
P e V que Juliana tem sao iguais, as probabilida-
des de ela escolher uma P ou uma V ao acaso sao
ambas iguais a 3 A probabilidade dela pegar uma

caneta preta no primeiro dia é de g = %, visto que
h& 3 canetas pretas em meio a 6 canetas totais e,
dado que isso ocorre, entao as duas canetas que es-
tardo na bolsa no segundo dia serao pretas (P, P),
onde a probabilidade de retirar uma caneta preta é
igual a 1. Ja se Luciana retira uma caneta vermelha

3
no primeiro dia (Com probabilidade também 6=

1
— disso ocorrer), entdao no segundo dia ela teréa (P,

V), onde a probabilidade de ela retirar uma caneta

preta sera 3 j& que estarao 14 uma caneta vermelha
e uma preta. Como os eventos (P, P) e (P, V) sao
disjuntos (ou ocorreu o caso 1, ou o caso 2), usamos
a regra da probabilidade total:

Probabilidade total = P(caso 1) - P(preta | caso 1)
+ P(caso 2) - P(preta | caso 2)

Temos que a probabilidade de Juliana tirar uma ca-

t ta da bolsa é L 1+1 L = 3 O
n T Dl = -
eta preta da bolsa & 5 5 5= 1
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Problema 1.3. (OBMEP - 2011) Trés amigas pos-
suem, cada uma, trés blusas: uma amarela, uma
branca e uma preta. Se cada amiga escolher ao
acaso uma de suas blusas, qual é a probabilidade
de que as cores das blusas escolhidas sejam todas

diferentes?

Solugao. A primeira amiga possui 3 possibilidades
de escolher a cor de sua blusa. Apoés isso, a segunda
delas s6 pode escolher uma das duas cores restan-
tes e a terceira deve ficar com a tultima cor. Sendo
assim, ha 3 -2 -1 = 6 casos favordveis, enquanto
que nos casos totais, cada uma trés possibilidades

de escolha, resultando em 3 - 3 -3 = 27 casos totais.
2

Portanto, a probabilidade pedida ¢é de 227 =3
Problema 1.4. (OBMEP - 2015) Para a primeira
fase de um torneio internacional de futebol foram
classificadas 3 equipes espanholas, 2 francesas, 1
alema, 1 portuguesa e 1 italiana. Nessa fase, se-
rao realizadas quatro partidas, com os confrontos
definidos por sorteio. Em seguida, duas semifinais
sera realizadas com as quatro equipes vencedoras da
primeira fase, também com os confrontos definidos
por sorteio. As duas equipes vencedoras jogarao a

partida final.

a) Qual é a probabilidade de que, na primeira

fase, as duas equipes francesas se enfrentem?

b) Qual é a probabilidade de ocorrer, na primeira
fase, um confronto entre duas equipes espa-

nholas?

¢) Admitindo que em cada confronto do torneio
as equipes tém, todas, iguais probabilidades
de ganhar, qual é a probabilidade de que a
final seja realizada entre duas equipes de um

mesmo pais?

Solucao.
a) Fixada uma equipe, todas as demais 7 equipes

tém a mesma probabilidade, igual a -, de ser sua
adversaria na proxima fase. Logo, a probabilidade
de que uma equipe francesa enfrente a outra na pri-

meira fase é =

b) H& trés confrontos possiveis entre equipes espa-

nholas. A probabilidade de cada confronto na pri-

meira fase ¢ =. Como esses confrontos sao mutua-
mente excludentes (isto ¢, no maximo um dos con-
frontos pode ocorrer), a probabilidade de que duas

equipes espanholas se enfrentem na primeira fase é
11 1 3

AR

c) Como todas as equipes possuem a mesma pro-
babilidade de chegar a fase final, basta que anali-
semos quantos sao os possiveis confrontos de duas
equipes de mesma nacionalidade. Para isso, como
existem trés equipes espanholas, existem 3 casos em
que duas equipes espanholas se enfrentam, e como
existem 2 equipes francesas, ha 1 caso em que duas
equipes francesas se enfrentam. Sendo assim, exis-
tem no total 3 + 1 = 4 casos em que duas equipes
de mesma nacionalidade se enfrentam, enquanto héa
28 maneiras de escolher 2 equipes entre 8, sem con-
siderar a ordem, ou seja, o niimero de possiveis con-

frontos entre duplas de equipes.

gy 8 _87%%_87_56_%
2) 28-2)! 2.1-6 2.1 2 77

4 1
Assim, a probabilidade é de — = —.
28 7

Problema 1.5. (OBMEP - 2018) Tomés tem duas
caixas, cada uma com cinco bolas numeradas de 1
a b. As dez bolas sao idénticas, exceto pelo seu ni-
mero. Ele sorteia uma bola da primeira caixa e a
colcoca na segunda. Em seguida, ele sorteia duas
bolas da segunda caixa. Qual é a probabilidade de
que a soma dos nimeros das duas bolas sorteadas

da segunda caixa seja igual a 67

Solugao. Perceba que com numeros inteiros de 1
a b, podemos ter uma soma 6 com dois ntmeros
apenas nos casos 1 +5, 2+ 4 e 3+ 3, a menos da
ordem das parcelas. Assim, para que Tomas retire
duas bolas com soma 6, é necessario que o par de
bolas retiradas por ele seja um dos trés pares cita-
dos. Agora, veja que independente de qual a bola
que ele retire da primeira caixa para colocar na se-

gunda, a quantidade de pares favoraveis de bolas

O Jornal de Matematica Olimpica - UFRPE

ISSN 2526-8651 [



que ele podera retirar da segunda caixa seréd 3, como

mostrado:

Se Tomas retira uma bola de nimero 1, 2, 4 ou 5 da
primeira caixa, entao na segunda caixa ele tera os 3
pares favoraveis sendo (1,4) e (2,5), com repetigao

de um deles pois uma das 4 bolas estaré repetida.

Se Tomés retira a bola de ntiimero 3 da primeira
caixa, entao na segunda os pares favoraveis que ele
poderé retirar serao exatamente (1,4), (2,5) e (3,3),
visto que haverao duas bolas com o niimero 3.
Assim, sabendo que na segunda caixa ficardao 6
bolas e que, portanto, a quantidade total possivel
de pares de bolas que Tomés pode retirar dela é de

(g) = 15, concluimos que a probabilidade pedida ¢é

3 1 .
=5 uma vez que sempre ha 3 pares favoraveis
em meio a 15 pares possiveis.

]

Problema 1.6. (OBMEP - 2010) Carolina tem trés
cartoes brancos numerados de 1 a 3 e trés cartoes
pretos, também numerados de 1 a 3. Ela escolheu,
ao acaso, um cartao branco e um preto. Qual é a
probabilidade de a soma dos nimeros dos cartoes

escolhidos ser par?

Solugao. Perceba que ha dois casos favoraveis: (1)
Os niimeros de ambos os cartoes preto e branco sor-
teados sao pares ou (2) Os nimeros em ambos os
cartoes sao impares. Como de 1 a 3 héa dois nu-
meros impares e apenas um par, a probabilidade de
que saia um nimero impar em alguma cor de cartao

1
é 3 e a probabilidade de sair um par é —. Portanto,

12 2
o caso (1) possui probabilidade 339 de ocorrer
e 0 caso (2) tem probabilidade 339 concluindo
1 4
entao que a probabilidade total pedida é de 9 + )
9
-5

]

Problema 1.7. (OBMEP - 2008) Em um jogo, Pe-
dro langa uma moeda para decidir quantas casas
avancar. Quando sai cara, ele avanca uma casa;
quando sai coroa, ele avanga duas casas. O jogo

acaba quando Pedro alcanca ou ultrapassa a tltima

casa. Faltam trés casas para Pedro terminar o jogo.
Qual é a probabilidade de que ele tire coroa em sua

ultima jogada?

Solucao. Defina ¢ como sendo “cara” e k “coroa’”.
Pedro pode terminar o jogo de cinco maneiras di-
ferentes: ¢ > k,¢c > c—> k, k >k, c > ¢ — c,
k — c. Veja que analisamos os casos em que Pedro
tira inicialmente cara e quando tira inicialmente co-
roa e dai vimos quais as possiveis continuacoes do
sorteio de moedas. Entao, vemos que Pedro pode
tirar coroa na ultima moeda nas sequéncias ¢ — k,

¢c—>c— k, k— k. Como cada um dentre c e k
tem probabilidade % de ser obtida, o que nos leva a
conclusao de que a primeira e a terceira sequéncias
citadas possuem probabilidade —-— = — de ocorrer,

cada uma, e a segunda sequéncia possui probabili-

1 1 1 1
dade 333~ 3 Portanto, a pr(l)baliﬂidlde de
iad cde ~+-+=-==. [
que o enunciado se cumpra é de 1 + 1 + S 3

Problema 1.8. (OBMEP - 2012) Em uma caixa
hé& 9 bolas amarelas numeradas de 1 a 9 e, em uma
segunda caixa, ha 9 bolas brancas, também nume-
radas de 1 a 9. Todas as bolas sao idénticas, exceto
por sua cor e seu nimero. Uma bola amarela é sor-
teada e colocada na segunda caixa; a seguir, uma

bola é sorteada da segunda caixa.

a) Qual é a probabilidade de que a bola sorteada

da segunda caixa seja amarela?

b) Qual é a probabilidade de que as duas bolas

sorteadas tenham o mesmo nimero?

¢) Qual é a probabilidade de que a bola sorteada

da segunda caixa tenha o nimero 17

Solucao.

a) Como inicialmente havia nove bolas na segunda
caixa, apos a adicao da bola amarela havera um
total de dez bolas, sendo que somente uma delas

¢ amarela. Portanto, a probabilidade de se retirar
1

uma bola amarela da segunda caixa é de 0

b) Para que isso acontega, veja que, como ha bolas

com 0s mesmos nimeros nas duas caixas, ao colo-

carmos uma bola amarela na caixa de bolas brancas
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havera duas bolas de mesmo ntmero na caixa, em

meio a dez bolas totais. Sendo assim, a probabili-

2 1
dade pedida é de — = —.
10 5

c¢) Caso a bola sorteada na primeira caixa possua o
ntmero 1 <pr0babilidade E disso ocorrer, visto que
h& somente uma bola de niimero 1 em meio a 9 bo-
las totais), entao havera duas bolas de nimero 1 na
segunda caixa, com dez bolas totais, tendo entao

que a probabilidade de sair uma bola 1 da segunda

caixa, apos ter saido uma bola 1 da primeira é de 10

1
=5 Portanto, a probabilidade de sair uma bola 1

da segunda caixa, dado que saiu bola 1 na primeira,

i1 1
sde =2 — —.
¢ 95 T 15

8
meira caixa nao foi 1 (probabilidade 5), entao a

Agora, se a bola retirada da pri-

probabilidade de sair 1 na segunda caixa é de —.

Logo, a probabilidade de sair bola 1, dado que nao

: L .81 8 )
saiu 1 da primeira caixa ¢ = - — = —. Concluimos

entao que a probabilidade total de sair bola 1 da
da caixa é d . 8 10 1 0O
se acaixaéde — + — = — = —.
st 590 90 9

Problemas Propostos

Nesta se¢ao, propomos alguns problemas ao lei-
tor. Outros problemas igualmente interessantes po-

dem ser encontrados em |[11].

Problema 1.9. (OBMEP - 2009) Quatro times,
entre os quais o Quixajuba, disputam um torneio

de volei em que:
e cada time joga contra cada um dos outros uma
Unica vez;
e qualquer partida termina com a vitéria de um

dos times;

e em qualquer partida os times tém a mesma

probabilidade de ganhar;

e a0 final do torneio, os times sao classificados

em ordem pelo ntimero de vitoérias.

a) K possivel que, ao final do torneio, todos os ti-
mes tenham o mesmo namero de vitérias? Por

qué?

b) Qual é a probabilidade de que as duas bolas

sorteadas tenham o mesmo nimero?

¢) Qual é a probabilidade de que o torneio termine

com trés times empatados em primeiro lugar?

Problema 1.10. (OBMEP - 2010) André, Bianca,
Carlos e Dalva querem sortear um livro entre eles.
Para isso, colocaram trés bolas brancas e uma preta
em uma caixa e combinaram que, em ordem alfabé-
tica de seus nomes, cada um tiraria uma bola, sem
devolvé-la a caixa. Aquele que tirasse a bola preta

ganharia o livro.

a) Qual é a probabilidade de André ganhar o livro?

b) Qual é a probabilidade de Dalva ganhar o livro?

Para sortear outro livro, André sugeriu usar
duas bolas pretas e seis brancas. Como antes, o
primeiro que tirasse uma bola preta ganharia o
livro; se as primeiras quatro bolas fossem bran-
cas, eles continuariam a retirar bolas, na mesma

ordem. Nesse novo sorteio:
¢) Qual é a probabilidade de André ganhar o livro?

d) Qual é a probabilidade de Dalva ganhar o livro?

Problema 1.11. (OBMEP - 2017) Uma caixa con-
tém nove bolas idénticas numeradas de 1 a 9. Uma
primeira bola é sorteada, seu niimero é anotado e
a bola é devolvida a caixa. Repete-se esse procedi-
mento mais duas vezes, anotando-se também os nu-
meros da segunda e terceira bolas sorteadas. Qual
é a probabilidade de que a soma dos niimeros nas
duas primeiras bolas sorteadas nao seja um multiplo
de 3 e a soma dos niimeros nas trés bolas sorteadas

seja um multiplo de 37

Problema 1.12. (OBMEP - 2012) Pedro vai par-
ticipar de um programa de prémios em que ha uma
urna contendo quatro bolas com valores diferentes
e desconhecidos por ele, que serao sorteadas uma a
uma até que ele decida ficar com uma delas. Ele
observa o valor das duas primeiras bolas sorteadas
e as descarta. Se o valor da terceira bola sorteada

for maior que os das duas primeiras, ele ficard com
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ela e, caso contrario, ficard com a bola que restou.
Qual é a probabilidade de Pedro ficar com a bola

de maior valor?
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2. Curiosidade

Mathigon: A Matematica em

Ferramentas Interativas

Mariana Ferreira da Silva*

A aprendizagem da Matemaética, por vezes, é
tida como um desafio por parte dos estudantes. Isso
decorre, principalmente, da dificuldade em compre-
ender conceitos e operacoes matematicas no ensino
béasico. As capacidades de abstragao e de apresentar
solugoes a problemas logico-matematicos propostos

nem sempre sao simples de construir e, por isso, a
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tarefa pedagogica deve abranger metodologias que

sejam eficientes neste sentido.

A partir deste contexto, apresentamos o Mathi-
gon, uma plataforma online e interativa para o en-
sino dindmico da Matematica, que foi criado em
2016 pelo engenheiro e matemaético Philipp Legner,
em uma iniciativa pessoal durante seu tempo como
voluntario em um programa de divulgacao mate-
matica em Cambridge. A motivagao por tras do
projeto desenvolvido é tornar a matematica mais

envolvente e acessivel.

A plataforma é gratuita e concentra-se na lin-
guagem atual de storytelling®, na intuicao visual e
na resolucao de problemas com pratica ativa. No
lugar de videos tradicionais ou textos estaticos, o
Mathigon oferece contetido dindmico, no qual os
alunos interagem diretamente com os conceitos. Os
principais recursos oferecidos pela plataforma sao: o
Polypad, um espaco virtual que oferece pecas como
numeros, fragoes, blocos de algebra, formas e soli-
dos geométricos, graficos e planos cartesianos, entre
outros; os Cursos Interativos, que funcionam como
livros didaticos e abordam temas como Algebra, Ge-
ometria, Probabilidade, Teoria dos Grafos, Fractais,
Criptografia, e outros; os Desafios Diérios e Quebra-
Cabegas, que promovem o pensamento mateméatico
com problemas desafiadores e curtos; e as Ferra-
mentas para Professores, no qual professores podem
criar e compartilhar atividades personalizadas com
o Polypad, além de atribuir tarefas e coletar traba-
lhos dos alunos (inclusive com integracao ao Google

Classroom).

A plataforma é baseada na filosofia construti-
vista da aprendizagem, em que os alunos constroem
ativamente o conhecimento, designado a partir da
énfase na descoberta e exploracao, em vez de me-
morizacao. Ademais, as ferramentas disponibiliza-
das em diversos idiomas sao acessiveis, gratuitas,
nao precisam de downloads e podem ser aliadas no

desafio do ensino da Matematica no contexto atual.

Vale a pena conferir!
Referéncias
[1] https://mathigon.org. Acesso em 26/05/2025.

[2] https://mathigon.org/about. Acesso em
26/05,/2025.

[3] https://aperiodical.com/2019/05/mathigon/.
Acesso em 26/05/2025.

3. Indicacao de Leitura

Birth of a Theorem - A

Mathematical Adventure

Marcelo Pedro dos Santos®

O livro Birth of a Theorem: A Mathemati-
cal Adventure (do original em francés Théoréme
vivant) é um livro escrito pelo matemético francés
Cédric Villani(1973-). Uma versdo em portugués,
Teorema Vivo, foi publicada pela Editora da So-
ciedade Brasileira de Matemaética em 2019.

Cédric Villani figura entre os matematicos mais
prestigiados da atualidade. Em 2010, ele ganhou
a medalha Fields, que é o principal prémio da
matemaética. Inclusive, sua genealogia académico-
matematica mostra o destaque dos trabalhos com
os quais ele se envolve, pois tanto seu orientador,
Pierre-Louis Lions, quanto seu aluno, Alessio Fi-
galli, também foram laureados com a Fields (em
1994 e 2018, respectivamente).

O livro conta sua vida durante o estagio em que
ele chega em um de seus mais importantes resulta-
dos sobre o tema Landau Damping (um fenémeno
fisico relacionado ao amortecimento de ondas) junto
com seu aluno Clément Mouhot. O livro, inclu-
sive, reproduz trechos de e-mails trocados por ele e

Mouhot durante o desenvolvimento do trabalho.

5E uma técnica de comunicacdo que utiliza narrativas para transmitir informacoes, mensagens ou ideias de forma envol-

vente e memoravel.
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Ao invés de fazer incursoes profundas na
parte técnica, o livro traz o aspecto humano
que permeia a vida do cientista e como isso
afeta/incentiva/envolve o trabalho. Certamente um
contraponto a visao tecnicicista que se tem do ma-
tematico.

O livro conta partes da vida em que Villani passa
por institui¢oes de renome. Com destaque para sua
passagem pelo Instituto de Altos Estudos em Prin-
ceton. O proprio Villani fala: “Medalhistas Fields
sao nada fora do normal em Princeton - vocé as
vezes se encontra sentado perto de trés ou quatro
deles no almocgo.”

A obra detalha experiéncias pessoais, como a
dificuldade de voltar de carona de um concerto, o
gosto por musica, a vida em uma terra estrangeira
na qual se tem que habituar-se a uma nova culina-
ria.

Entre os destaques da obra estao os encontros de
Villani com outros matematicos de renome, em que
se veem didlogos com varios mateméticos de elite.
A versao em inglés do livro até mesmo traz uma
caricatura de cada um desses matematicos. O livro
também mostra como Villani tem um alto apreco
por seus her6is matematicos. Por exemplo, seu en-
contro por acaso com Nash em Princeton e sua ti-
midez em falar com seu idolo.

Ainda para mencionar duas curiosidades sobre
Villani que nao aparecem na obra, ele é politica-
mente ativo, tendo se tornado deputado em 2017
na Franca e por seu estilo de vestimenta bem pe-
culiar (sempre com enorme broche de aranha) ele
ganhou o apelido de Lady Gaga da Matematica.

Para complementar a leitura, ha uma palestra
de Villani com o mesmo nome do livro disponivel
no YouTube. A narrativa da obra, alids, culmina
com os eventos de sua propria nomeacao a Medalha

Fields, fechando um ciclo notavel em sua carreira.

Referéncias
[1] VILLANI, Cedric. Birth of a Theorem: A Mathe-

matical Adventure. New York: Farrar, Straus and
Giroux 2012.

[2] VILLANI, Cédric. Teorema Vivo. SBM. 2019.

[3] Birth of a Theorem - with Cédric Villani. Disponi-
vel em https://www.youtube.com/watch?v=yYuy
dG_aHPE. Acesso em 02 de Junho de 2025.

4. Quem pergunta, quer saber!

Qual foi o primeiro livro de
Matematica?

Severino Barros de Melo”

Nessa edicao voltamos a apresentar perguntas
feitas pelos visitantes do Mathematikum, um mu-
seu interativo de Matematica na cidade de Gies-
sen (Alemanha), bem como as respostas elaboradas
pelo matemético Albrecht Beutelspacher, na oca-
siao diretor do museu. Para os leitores interessados
em outras perguntas, sugerimos consultar edi¢oes
anteriores do nosso jornal.

Pergunta: Qual foi o primeiro livro de Mate-
matica?

Resposta:

Cerca de 300 anos antes de Cristo, um homem
escreveu um livro que esta entre as obras mais influ-
entes da historia. Certamente nao causou nenhuma
revolugao politica, social ou religiosa, como a Bi-
blia, o Alcorao ou o Capital, porém alcancou uma
repercussao quase inconcebivel no desenvolvimento
da ciéncia. Sem essa obra a historia da matematica
teria feito um percurso completamente diferente. E,
sem divida, o livro de matematica mais importante
(e certamente também o mais exitoso) de todos os
tempos. Esse homem se chamava Euclides e o livro
que escreveu se intitula Os Elementos.

Sobre a pessoa de Euclides nao sabemos quase
nada. Acredita-se que desenvolveu suas atividades
entre os anos 320 e 260 a.C. em Alexandria, que
naquela época era o centro cientifico do mundo, e
é considerado o fundador da escola matematica de
Alexandria. Escreveu muitos livros, dentre os quais

seis foram dedicados & Matemaéatica.
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A obra mais conhecida de Euclides é sem duvida
Os Elementos, que é composto por treze livros. Os
livros de I a IV tratam de geometria plana; o livro
V sobre o tema proporcgoes; o livro VI descreve as
semelhancas das figuras geométricas; os livros VII
a IX a teoria dos numeros; o livro X as diferentes
linhas retas e os livros XI a XIII abordam a geome-

tria espacial.

Quando se abre o livro, somos impactados pela
sua austeridade. Nao comega com um proélogo pro-
gramatico, nem com uma alusao a seus antecessores,
nem com agradecimentos. Nao comega dessa ma-
neira, comeca com defini¢coes, axiomas e postulados
numas poucas paginas, e em seguida proposicoes,

exercicios e construcoes.

Acredita-se que nos Elementos nao ha nenhuma
proposicao demonstrada pela primeira vez por Eu-
clides. Sua inten¢ao nao era essa. O objetivo dos
Elementos era reunir de forma sisteméatica todo co-
nhecimento matematico da época. Um mero re-
sumo ja representaria um éxito admiréavel e que ga-

rantiria a Euclides a imortalidade.

Porém esta obra nao é uma enciclopédia, nem
uma compilagao de dados onde tudo aparece junto
as demais partes com a mesma relevancia. O mé-
rito de Euclides reside no fato de dar forma a tudo
isso. Uma forma matematica. Isso significa que
uma coisa decorre de outra, e ainda mais, deve de-
correr da outra. Segue uma estrutura logica, de
modo que todas as proposi¢oes sao demonstradas,
e para demonstra-las somente sao admitidas conclu-
soes logicas que utilizem proposicoes que jé tenham
sido demonstradas. Ou seja, para a proposi¢ao nu-
mero 29 s6 podem ser usadas na demonstracao as
proposicoes 1 a 28. Evidentemente isto nao pode ser
feito ad infinitum, temos que partir de certas afir-
magoes: sao os postulados que hoje denominamos
axiomas. Um tipico postulado seria: dois pontos
quaisquer determinam uma linha reta. Desse modo

a regra consiste no fato de na demonstragao da pro-

posicao 29 somente deve se usar as proposicoes 1 a
28 e os postulados.

Os FElementos é uma obra que foi um marco
quanto ao estilo e ilustra de maneira exemplar a
construgao de uma ciéncia. Uma obra informativa
e normatival

Euclides conseguiu criar um padrao que de fato
caracterizou e definiu as matematicas ao longo de
2300 anos, e continuara a fazé-lo enquanto a mate-
matica existir.

Nota da Redacgao: como ilustracao seguem
duas fotos relativas aos Elementos com materiais

de “edi¢oes” anteriores.

Figura 4.1: Fragmento em papiro da obra Os Elemen-
tos

Fonte: World History Encyclopedia, 2013.8

Figura 4.2: Edicao da obra Os Elementos publicada
recentemente no Brasil

Os elementos

Euclides

Fonte: Editora UNESP, 2009.°

8Disponivel em: <https://www.worldhistory.org/image/1280/fragment-of-euclids-elements/>. Acesso em 14

de maio, 2025.

9Disponivel em: <https://editoraunesp.com.br/catalogo/9788571399358, 0s-elementos>. Acesso em 14 de maio,

2025.
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5. Eventos

Fiquem Ligados!!!

e X CONGRESO IBEROAMERICANO
DE EDUCACION MATEMATICA

— Local: Universidad de Guadalajara - Mé-

xico
— Data: 07 a 12 de Julho de 2025

— Mais informacoes: https://www.cibe
m2025. com/

e IIT Semana de Matematica do IFRN Sao
Paulo do Potengi

— Local: Instituto Federal Rio Grande do
Norte (IFRN) - Sao Paulo do Potengi

— Data: 15 a 17 de Julho de 2025

— Mais informagoes: https://www.even
3.com.br/iii-semana-de-matematic
a-do-ifrn-sao-paulo-do-potengi-5

476437even3_orig=online_category

¢ XV Encontro Nacional de Educagao

Matematica

— Local: Universidade Federal do Amazo-

nas - Manaus - Amazonas
— Data: 28 de Julho a 01 de Agosto de 2025

— Mais informagoes: https://www.even
3.com.br/enem20257even3_orig=onl

ine_category/

e XXI Encontro Baiano de Educacao Ma-
tematica

— Local: Universidade Federal do Oeste da
Bahia - Bahia
— Data: 13 a 16 de agosto de 2025

— Mais informagoes: https://www.even
3.com.br/xxi—ebem?even3_0r1g=cat

egory_highlight

e ITT Workshop Online do Profmat

— Formato: Virtual

— Data: 29 a 31 de agosto de 2025

— Mais informacgoes: https://sites.go
ogle.com/view/iii-workshop-do-pro

fmat/home?authuser=0

e VII Seminario de Escritas e Leituras em

Educacao Matematica

— Local: Universidade Federal de Minas

Gerais - Belo Horizonte - Minas Gerais
— Data: 04 a 06 de setembro de 2025
— Mais informacgoes: https://www.even
3.com.br/vii-seminario-de-escrita

s-e-leituras-em-educacao-matemat

ica-51342b7even3d_orig=online_cate
gory
e Brazil-Mexico Joint Mathematical Me-
eting
— Local: Universidade Federal do Ceara -
Fortaleza - Ceara
— Data: 08 a 12 de Setembro de 2025

— Mais informacgoes: https://sbm.org.

br/jointmeeting-mexico/
e 32 Encontro Mentalidades Matematicas

— Local: Colégio Pedro II & Escola Eleva

- Rio de Janeiro

— Data: 19 a 21 de Setembro de 2025

— Mais informagoes: https://www.even
3.com.br/3-encontro-mentalidade
s-matematicas?even3_orig=online_c

ategory

e 82 Simposio Nacional da Formacgao do

Professor de Matematica
— Local: Universidade de Brasilia (UnB) -
Brasilia - Distrito Federal
— Data: 25 a 28 de Setembro de 2025

— Mais informagoes: https://anpmat.o

rg.br/simposio-nacional-8/
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6. Solucoes de Olimpiadas

OPEMAT 2023 - Nivel 3

Nesta edicao apresentaremos a resolucao das
questoes discursivas e de verdadeiro ou falso da
prova da Olimpiada Pernambucana de Matematica
(OPEMAT) do ano de 2023 referentes ao nivel 3.

Problema 6.1. Sete dos
Ni, N, ..

cal de futebol. O torneio é composto de 3 partidas

amigos do w-raia,

., N7 decidem participar de um torneio lo-

de 90 minutos cada. Suponha que, em qualquer mo-
mento da partida, um e apenas um dos amigos do
m-raia pode entrar em campo, e que o tempo total
(que é medido em minutos) em campo para cada
um dos amigos Ny, Ny, N3 e Ny é divisivel por 7 e o
tempo total para cada um dos amigos N5, Ng e N7
¢ divisivel por 13. Se nao houver restrigao sobre o
ntumero de substituicoes que podem ser realizadas
durante cada partida, de quantos modos podemos
distribuir o tempo total da partida entre os ami-
gos do m-raia, de modo que cada amigo jogue pelo

menos um minuto?

Solugao. Seja x; (i =1,2,...,7) é o tempo em mi-
nutos do i-ésimo amigo do 7w-raia em campo. Entao,
o problema se resume a encontrar as solucoes intei-

ras positivas de

satisfazendo 7|z; (1 =1,2,3,4) e 13|z; (j = 5,6, 7).
Suponha que 1+ 2o+ 23+x4 = Tm e x5+ x5+ 7 =

13n. Resulta que
Tm + 13n = 270,

com m,n € N, , m >4en > 3. As solugoes (m,n)
da equacao linear diofantina acima que atendem as
condigoes acima sao (33,3), (20,10) e (7,17).
Quando (m,n) = (33,3), temos que 5 = x5 =
x7 = 13. Pondo z; = Ty; (i = 1,2,3,4), obtemos

Y1+ Y2 + y3 + ysa = 33.

Note que existe uma correspondéncia biunivoca en-
tre as solucoes inteiras positivas da equacao acima
e as permutacoes de um anagrama composto por 3

“ - Portanto, existem

sinais de ‘+’ e 29 sinais de
C3, = 4960 quadruplas (y1, Y2, Y3, y4) que atendem
as condig¢oes acima e portanto 1 x 4960 = 4960 so-
lugbes para a equagao (5).

Se (m,n) = (20,10), pondo z; = Ty; (i =
1,2,3,4) e x; = 13y; (j = 5,6,7), temos que

ity +tys+ys =20 e ys+ys+yr =10

De forma analoga ao caso anterior, temos Cjq x C3 =
34884 solugoes para (5).

Por fim, o caso em que (m,n) = (7,17) produz
as equagoes (utilizando a mesma mudanga de varié-

vel acima)
Y+ Yot+ys+ya=7 e ys+ys+yr=17.

Neste caso, temos Cp x C% = 2400 solugdes para

(5). Consequentemente, para (5) existem
4960 + 34884 + 2400 = 42244

solugoes satisfazendo as condigoes acima. O

Problema 6.2. Trés irmaos, Amanda, Alice e
Arthur, estavam brincando juntos em um quarto re-
tangular com 36m? de 4rea e espalharam brinquedos
por todo o ambiente. No momento de arrumar a ba-
gunca, a mae deles posicionou trés cestos idénticos
da seguinte forma: dois nos cantos adjacentes a um
dos lados do quarto e o terceiro no ponto médio do
lado oposto, como exemplificado na figura abaixo.
Para arrumar a bagunca de uma maneira geometri-
camente interessante, os irmaos resolveram dividir
a area interna do quarto em trés regioes (planas)

otimizadas, de modo que:

e Cada uma das regides contém exatamente um

dos cestos;

e O interior de cada uma das regioes ¢ formado
por todos os pontos do interior do quarto cujo
cesto mais préoximo é aquele contido nesta re-

giao;
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Os brinquedos contidos em cada regiao, devem
ser guardados no cesto mais proximo. Apos a divi-
sao, eles verificaram que nenhum brinquedo estava

sobre as fronteiras entre as regioes.

Cesto 3

Cesto 1 Cesto 2

(A) Esboce cada uma das possiveis configuragoes
(formas das regioes) para a divisdo do quarto
considerando a variacao das suas dimensoes.

Justifique a sua resposta.

(B) Determine as medidas das &reas, em m?, das

trés regioes.

Solugao. Fatos que ajudam:

Sabemos que reta perpendicular a um segmento
AB dado passando pelo seu ponto médio é a me-
diatriz de AB e consiste do lugar geométrico dos
pontos do plano equidistantes de A e B.

Afirmacao 1: O semiplano determinado pela
mediatriz de AB e contendo o ponto B € o lugar ge-
ométrico dos pontos P do plano tais que PB < PA.
A igualdade ocorre se, e so se, P estd na mediatriz
de AB.

De fato, considere um ponto P do semiplano
contendo A determinado pela mediatriz de AB fora
da mediatriz e fora da reta AB. Seja C' o ponto que
em que a reta PB corta a mediatriz de AB. Entao
CA = CB. Pela desigualdade triangular,

PB < PC+(CB=PC+ CA=PA.

Afirmacao 2: Uma reta qualquer que passa pelo
centro de um retangulo (ponto de encontro de suas
diagonais) corta os lados opostos dos retangulo em
pontos simétricos em relacao ao centro. Além disso,
divide o retangulo em dois poligonos congruentes e,
consequentemente, de mesma drea.

Com efeito, suponha que uma reta passando
pelo centro N de um retangulo corta um dos seus
lados em um ponto P. Se P coincide com o ponto
médio deste lado, o resultado é imediato, pois a reta
cortara também o ponto médio do lado oposto (por
Tales) e determinara dois retdngulos congruentes.

Suponha que a reta corta um lado do retangulo,
mas nao em seu ponto médio. Para exemplificar
o raciocinio, considere o retangulo AKM D e uma
reta passando por N cortando o lado DM em P em
um ponto distinto do seu ponto médio S. Entao, a
reta NP corta areta AK (paralela a DM) no ponto
'P. A reta perpendicular ao lado DM passando por
S contém N e corta o lado oposto AK em seu ponto

médio T

D P\ S M

Nk

Desta forma, os triangulos PSN e P'T'N sao
congruentes (assim como os triangulos PMN e

P’AN). Dai, os pontos P e P’ sao simétricos em
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relacao ao ponto N. Além disso, as figuras PDAP’
e PKMP (com eventualmente P = D e P’ = K)

sao congruentes e temos as seguintes relagoes de

[PDAP'] = [ATSD]+ [P'TN]— [PSN]
— [ATSD] = [TKMS]
— [PKMP]
_ %[AKMD].

(A) Agora, considere um retangulo ABC'D (re-
presentando o quarto) com A, B e M pontos cor-
respondendo aos cestos 1, 2 e 3, respectivamente.
Sejam K ponto médio do lado AB, N ponto mé-
dio do lado AM, L ponto médio do lado BM e O
circuncentro de ABM .

De acordo com as consideragoes feitas anterior-
mente, as regioes desejadas sao obtidas pelas inter-
secoes dos semiplanos determinados pelas mediatri-
zes OK, OL e ON, dos lados do triangulo ABM,
restritas ao interior retangulo ABCD.

Uma das possiveis configuragoes esta represen-

tada pela figura a seguir.

D M c
P ! 0
N ! L
0
A K B

Note que M pertence a mediatriz OK que divide
o retangulo ABC'D em dois retangulos congruentes
(KM eixo de simetria). Portanto, para obtermos
as possiveis configuragoes das regioes, basta anali-
sarmos o retangulo AKMD.

Considere o ponto P de interse¢ao da mediatriz
ON com a parte do retangulo AKM D que esta no
mesmo semiplano determinado pela reta AM que
contém o ponto D. Sejam z = AK = 1/2AB
e y = AD as dimensoes do quadrilatero AKMD.

Dai, z -y = 18.

Dependendo das dimensoes do retangulo ou,
equivalentemente, dependendo da natureza do tri-
angulo ABM quanto aos angulos, P pode ser um
ponto do interior do lado AD ou coincidente com
o ponto D ou um ponto do interior do lado DM,
COmO veremos a seguir:

12 Configuragao: Se o triangulo ABM é re-
tangulo em M ou, equivalentemente, se AB = 6v/2
(ou AD = 3v/2), entdo as trés regides sdo triangu-
lares.

De fato, ABM é retangulo em M se, e somente
se, K coincide com o circuncentro O de ABM. Pela
afirmacao 2, a reta KN corta AD no ponto D, si-
métrico de K = O em relagao ao ponto N. Logo o
retangulo AK M D é um quadrado, pois suas diago-
nais sao congruentes e perpendiculares. Isto ocorre

se:

r=y = 2’ =18 = x:y:3\/§.

22 Configuragao: Se ABM ¢ um triangulo
acutangulo ou, equivalentemente, se AB < 6v/2 (ou
AD > 3\/5), entao as regioes sao formadas por dois
trapézios retangulos e um pentagono.

Note que o tridngulo isosceles ABM ¢é acutan-
gulo se, e somente se, o circuncentro O pertence
ao interior do triangulo ou, equivalentemente se
AMB < 90°. Como o circuncentro O pertence ao
segmento K M, entdo o ponto P (simétrico de O)

pertence ao lado AD. De outro modo,

< 45° = AMK < MAK
= 1=AK < KM=y
= 2 <3V2

AMK
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Ou seja, AB < 6v/2 (ou AD > 3+/2).

D M C
P ! Q
N E L
Q
A K B

32 Configuragao: Se ABM ¢ um triangulo ob-
tusangulo ou, equivalentemente, se AB > 6v/2 (ou
AD < 3v/2), entdo trés regides sdo formadas por
trapézios, dois retangulos e um isosceles.

Finalmente, o triangulo ABM é obtusangulo se,
e somente se, o circuncentro O pertence ao exterior
do triangulo ou, equivalentemente se AMB > 90°.
Neste caso, a mediatriz de AM corta os lados AK
e DM. Por outra anéalise, andloga ao caso anterior,

temos

90° < AMB < 180° = 45° < AMK < 90°
= MAK < AMK
= y=MK < AM =2z =z > 3V2.

Ou seja, AB > 6v/2 (ou AD < 3/2).

(B) Com os argumentos de congruéncia e si-
metria estabelecidos na afirmacao 2, podemos con-
cluir que, independentemente da configuracao, o re-
tangulo ABCD fica dividido em quatro partes de
mesma area (figuras congruentes), de modo que as
regioes dos cestos 1 e 2 correspondem a uma des-
sas partes cada e a regiao do cesto 3, fica ocupada

por duas dessas partes. Logo, as areas das regioes

dos cestos 1, 2 e 3 sao, respectivamente, 9m?, 9m?
e 18m?2. O

Problema 6.3. Encontre todos os polindmios
P(r) = ap2™ + ap 12" + - + a0x® + a1 + ag

de uma variavel com coeficientes ag, aq,--- ,a, in-

teiros para os quais a equagao polinomial

P(z) ==z
tem pelo menos uma solucao inteira qualquer que
seja z € Z.

Solugao. Seja P um polindmio de grau n com coe-

ficientes inteiros, digamos

P(z) = apa"+apqz" 4

2
+  ax” + a1 + ag,

onde ag,aq,...,a, € Z.

Considere o polindémio

Qx) = P(x)— P(0)
= apz" +ap_ 2" -
+ aga:Q +aix.
Note que: « é solucdo inteira de P(z) = z se, e

somente se, a é solucao inteira de Q(z) = z + P(0).

Assim, procurar solugdes inteiras de P(z) = z é
equivalente a procurar solugoes inteiras de Q(x) =
z + P(0). Portanto, as hipoteses para P sao trans-

feridas para (). Agora, observe que
Q(z) = @ (42" + a 92" % + .+ asr + a1) (6)

Por hipétese, a equagao Q(x) = 1 tem solugao intei-
ras. Logo, de (6), a solugao dessa equagao deve ser
x = 1. De maneira analoga, a equagao Q(z) = —1
deve ter solugao inteira e novamente de (6) essa so-

lucao deve ser x = +1. Logo,
Q(£1) = £1. (7)

Considere agora um nimero primo y. A equagao
Q(z) = y tem solucdo inteira e da equagdo (6), a
solugao deve ser x = £y ou x = £1. Segue de (7),

que x = +y. Portanto, um dos conjuntos abaixo é
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infinito:

A =
Ay =

{y eN:yéprimoe Q(y) =y} ou
{y € N:y é primo e Q(~y) = y}.

Assim, Q(z) — z ou Q(—z) — x tem infinitas raizes

e portanto sao identicamente nulos. Logo:

Qx)=z ou Q(—x)=ux.

Repare que a condi¢ao de que Q(—x) = z, equi-
vale a:

Q(r) = —x.

Portanto, um polinémio P satisfaz as condi¢oes do
enunciado se, e s6 se, P(r) = —x+cou P(z) = x+c¢
para alguma constante ¢ € Z.

Note por fim que se P(z) = X + ¢, onde ¢ € Z,

entao as condigoes do enunciado sao satisfeitas. [

Problema 6.4. Encontre todos os pares de

Vn 4252023 +

inteiros  (m,n) tais

Vm — /252023 € Z.

que

Solucao. Temos que

\/n+v25-2023+\/m—v25-2023:a€Z.

Logo,

n + 2\/(n+ V25-2023)(m — V25 - 2023)

m 4+
)

= a

¢ um numero inteiro.

Portanto, concluimos que
2-(n+v25-2023)(m — V2% -2023) € Z.

Desenvolvendo o produto notavel obtemos

4+ (mn —2°-2023 + (m — n)V25 - 2023) € Z.

Isso s6 é possivel quando m = n. Dali,

2m + 2vVm?2 — 252023 = o € Z.

Logo,
m? —2°5.2023 = ¢*,q € N.
Note que
2m +2¢ = a* € N.
Assim,

a* > 2m > 2v/2023 > 89.
Note ainda que:
2.2°.2023 = 2(m? — ¢*) = a*(m — q),
o que implica em
a?l2-2° 717
Como a ¢ par, temos 3 possibilidades para a? >

e a?=22.17% Assmm+q=2-17", m—q=
16 -7, o que nos da m = 345 e a = 34.

o g2 = 2. 17% 172,
m—q = 22-7, 0 que nos da m = 1170 e
a = 68.

Assim m + ¢ = 23 -

o a? =20.17% Assimm+q =217, m—q =171,
o que nos da m = %, Como m nao é inteiro,

descartamos esse caso.

Assim as solugbes sdo (m,n) = (345,345) e
(m,n) = (1170, 1170). O

Problema 6.5. Um experimento para verificar a
poténcia de um laser de precisao foi organizado da
seguinte forma: Sao posicionados espelhos planos
nos pontos A, B, C, D, E, F', G e H, sobre os la-
dos de um quadrado, de forma que um laser emitido
a partir do ponto A descreveu a linha poligonal fe-
chada AFCHBGDA conforme a figura. Verificou-
se entao a formacao de duas regioes sendo uma
com forma hexagonal SNLYV M e uma pentago-
nal Y K ROT. Sabendo que as distancias entre dois
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espelhos consecutivos na direcao horizontal e verti-
cal medem [ unidades de comprimento, determine
as areas das regioes pentagonal e hexagonal descri-

tas acima, em termos de [.

A (o3
R
K
o L
Y
T N
H ' D
]
M
G
F E

Solucao. Observagao: [A;As...A,] denota a area do
poligono A;A,...A,.

Fatos que ajudam:

Razao na qual uma ceviana divide a area de tri-
angulo:

Se AD é uma ceviana do triangulo ABC', entao:

[ABD| BD [ADB] DB
[ABC] ~ BC ° [ADC] ~ DC"
A
C
D
B

Em particular, se Y é o baricentro de um trian-
gulo IBH, entao:

(i) Y divide cada uma das medianas 1Q), BV e
HL na razao 2:1.

(ii) [QYB] =« = {IBH]

1
6

(iii) [VILY] =2z = 1[IBH]

Usando a simetria do problema, considere a fi-

gura:

Podemos calcular as areas desejadas da seguinte

forma:
(1) [YKROT] =2-[QYKR).

(2) [SNLYVM]=2-[VPNLY]=2-(ILYV]+
[IPNL]).

({LYV]=[IUSP)e[IPNL] = [IVMU] por sime-
tria).

1. Area do pentagono:
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Note que

1 11 1
VBH| = -[IBH] = = - -I* = -[*.
VBH|=J[IBH] =5 -5I" =7 i
Q
g Y
E, por (ii), temos
-
11 1 M
YB :—-—2:—2. H \
QY 6 2l 12l

Por (iii), temos

Por outro lado, considerando as semelhangas de
triangulos e as observacgoes sobre cevianas, segue-se:
RB
RH
RB =

ABR~ DHR = Por outro lado,

=

= Dai,

DNP ~ ANC =

KB AB 1 2

KV DV  3-1/2 3
KB 2

KB+ KV 2+3

KB _2

BV 5

(RKB] = 2[VBR] = 2

5 5
l2

30

ABK ~DVK =

.iﬂ

12 Portanto,

[RK B]

[SNLY'V M]
Logo, de (1)
[OTYKR] = 2-[QVKR]=2-([QYB] — [RKB))

IS
= [SNLYVM] =

[Vﬂlﬂ:%UBH%:

[IDL] =

W[

12
[PDC] = 1.

NP PD 1
NC CA 4
NP:%PC

wDNy:gPDq
11,
51
[IDI)
ll2

4

_ 1
20

— [PDN]
— iﬁ — 1[2_

200 5

2

[IPNL] =

2. [VPNLY]
2.([VILY] + [IPNL)])
11

2 (5+3) 0=

15

1+1
6 5

7. Problemas

Convidamos o leit

2. Area do hexagono: mas. Divirtam-se!!!

or a responder alguns proble-
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Enviem as solugoes dos problemas propostos
para o e-mail:ematematicaoxente @gmail.com

Para que apreciemos sua solugdo e o seu nome
apareca entre os solucionadores de questoes, o en-
vio do arquivo (.tex), no modelo disponivel no site,
deve ser realizado até 01/09/2025.

Problema 1 (OBM 2020). Seja ABC' um trian-
gulo acutangulo, e D um ponto sobre BC' tal que
AD é perpendicular a BC'. A bissetriz do angulo
ZDAC intersecta o segmento DC em E. Seja F' o
ponto sobre a reta AE tal que BF' é perpendicular
a AE. Se Z/BAFE = 45°, calcule a medida do angulo
/BFC.

Problema 2 (OBMEP - 2017). (OBMEP - 2017)
Somando 1 a um certo niimero natural, obtemos um
multiplo de 11. Subtraindo 1 desse mesmo ntimero,
obtemos um multiplo de 8. Qual é o resto da divisao

do quadrado desse nimero por 887

a) 0 c) 8 e) 80

b) 1 d) 10

Problema 3 (OBMEP - 2018). Observe que na
igualdade 360 = 90+ 120 + 150 as parcelas sao pro-
porcionais a 3, 4 e 5. De quantas maneiras podemos
escrever 360 como a soma de trés parcelas inteiras,
em ordem crescente, e proporcionais a trés nimeros

inteiros positivos consecutivos?

a) 12 c) 20 e) 120

b) 15 d) 60

8. Solucoes dos Problemas

Nesta edicao apresentamos as solucoes dos pro-
blemas propostos da publicacao vol. 1, n. 33,

margo de 2025. 19

Problema 1. (30* OMRN - 2019). Dada uma fun-
¢ao continua f : R — R que satisfaz as seguintes

condigoes:

o f(1000) = 999;
o f(x)- f(f(x)) =1, para todo x € R.

O valor de f(500) é:

1 1
a) 1

1 °) 599 °) 100
b) 260 d) -1

Solugao. Se y = f(x) para algum z € R, tem-se
que y € Im(f). Nesse caso,

f@) - fF@) =1y f) =12 fy) = 5

para todo y € Im(f).

Isso significa que para cada y € Im(f), a fungao

f associa o valor —. Ora, como 999 € Im(f), pois
Y

1
999 = f(1000), segue que f(999) = 999" Assim,

1

Como 999 e 999 sao valores da imagem de f,

999 < 500 < 999 e f é continua, segue, pelo Teo-
rema do Valor Intermediario, que existe « € R

tal que f(a) = 500, ou seja, 500 € Im(f). Como f

associa para cada valor y € Im(f) o valor —, segue
que: Y
1
F(300) = .

Portanto, a alternativa correta ¢ o item b). [

Problema 2. (OBMEP - 2010). Duas folhas de
papel, uma retangular e outra quadrada, foram cor-
tadas em quadradinhos de 1 ¢m de lado. Nos dois
casos obteve-se 0 mesmo nimero de quadradinhos.
O lado da folha quadrada media 5 cm a menos que
um dos lados da folha retangular. Qual era o peri-

metro da folha retangular?

e) 100

Solug¢ao. Vamos resolver o problema passo a passo.

Informacgoes fornecidas:

10A seguir apresentamos as solucoes enviadas pelo leitor Amaro José de Oliveira Filho dos 3 problemas da edicio 33 e
também apresentamos a solucao de Nélio A. Conceigao - discente do PROFMAT-UFAL, para o problema 3.

O Jornal de Matematica Olimpica - UFRPE

ISSN 2526-8651


mailto:ematematicaoxente@gmail.com

e Uma folha retangular e uma folha quadrada

foram cortadas em quadradinhos de 1 cm?.

e O numero de quadradinhos obtido de ambas

as folhas ¢ o mesmo.

e O lado da folha quadrada é 5 cm menor que

um dos lados da folha retangular.
Vamos definir as variaveis:
e Seja z o lado da folha quadrada (em cm).

e Sejam a e b os lados da folha retangular, com

a sendo a altura e b a base (em cm).

Sabemos que o nimero de quadradinhos obtidos
a partir de cada folha ¢ igual, ou seja: 2% = ab.

Além disso, é dito que o lado da folha quadrada
¢ 5 cm menor que um dos lados da folha retangular.
Entao, temos a relacao: x =a — 5.

Agora, substituimos z por a — 5 na equacao

2? = ab e temos
(a —5)* = ab.
Expandimos o quadrado a esquerda:
a’ — 10a + 25 = ab.

Agora, a questao nos pede o perimetro da folha

retangular, que é dado por:
P = 2a + 2b.

Para encontrar b, vamos rearranjar a equagao
a* — 10a + 25 = ab:

Ca®—10a+25 25

b =a— 104+ —.
a

a

Agora, o proximo passo seria testar valores de a
que tornem b um niimero inteiro positivo. Como a
é denominador de 25, basta verificar os valores de a

que sejam divisores de 25.

Se a =1, entdo x = 1 — 5 = —4 (néo vale, pois
a>0.).
Se a = 5, entao v = a—5 = 5 -5 =

0 (néo vale, pois a > 0.).

Se a =25, entao x =a — 5 =25 —5 = 20.
Substituindo @ = 25 na equacao 2% = ab, temos

400
202 = 250 b= — =16.
0 5h —> 55 6

Concluimos que o perimetro do retangulo é
p=2-25+2-16 = 82.

Portanto, a alternativa correta é o item d). [

Problema 3. (O. M. do Grande ABC - 2011). O

taltimo algarismo do nimero 32011 4 42011 &

a) 1 b) 2 c) 3 d) 4 e) b

Solugao 1. Para encontrar o ultimo algarismo de
320 4 42011 hasta calcular os ultimos algarismos
de 32011 ¢ 42011 geparadamente, e entdo soma-los.
Esse tipo de problema é resolvido observando o pa-
drao dos ultimos algarismos das poténcias de 3 e
4.

Poténcias de 3:

Os tltimos algarismos das poténcias de 3 seguem
um ciclo de 4 elementos: 3' = 3, 32 =9, 3% = 27
(iltimo algarismo 7), e 3* = 81 (tltimo algarismo
1). O ciclo se repete: 3,9, 7, 1. Para encontrar o
tltimo algarismo de 3?11 basta calcular o resto da
divisao de 2011 por 4, ja que o ciclo tem compri-

mento 4 :
2011 -4 = 502 resto 3.

Portanto, o tltimo algarismo de 32°'! ¢ 0 mesmo
de 33, que & 7.

Poténcias de 4:

Os tltimos algarismos das poténcias de 4 seguem
um ciclo de 2 elementos: 4! = 4 e 4% = 16 (altimo
algarismo 6). O ciclo se repete: 4, 6.

Para encontrar o tltimo algarismo de 42011
basta calcular o resto da divisao de 2011 por 2, ja

que o ciclo tem comprimento 2 :

2011 + 2 = 1005 resto 1.

42011 A

Portanto, o dltimo algarismo de ¢ 0 mesmo
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de 4!, que é 4.

Agora, somamos os tltimos algarismos de 32011

o 42011 .
7+ 4 =11. O dltimo algarismo de 11 é 1.
Portanto, o ultimo algarismo de 3291 + 42011 ¢
1 e a alternativa correta é o item (a).
O

Solugao 2. O ultimo digito de um ntmero pode ser
encontrado calculando o nimero médulo 10. Assim,

queremos calcular:

3201 4 42011 (mod 10).

Calculo de 3% (mod 10)
Precisamos notar que as poténcias de 3 modulo
10 formam um ciclo repetitivo. Nesse caso calcula-

mos as primeiras poténcias:

3'=3 (mod 10),
3?=9=9 (mod 10),
33=27=7 (mod 10),
3'=81=1 (mod 10).

Perceba que o ciclo dos restos € 3,9,7, 1, e ele se
repete a cada 4 poténcias.

Agora, calculamos o expoente 2011 mod 4:
2011 + 4 = 502 (quociente), resto 3.

Portanto:

2011 =3 (mod 4).
Desse ciclo, sabemos que:

32011 = 3% (mod 10).
E como 3% = 27 =7 (mod 10), temos:

3201 =7 (mod 10).

Calculo de 4%°'' (mod 10)

Precisamos notar que as poténcias de 4 médulo
10 também formam um ciclo repetitivo. Calculamos
as primeiras poténcias:

4' =4 (mod 10),

42=16=6 (mod 10).

Note que o ciclo desses restos é 4,6, e ele se re-
pete a cada 2 poténcias.

Agora, calculamos o expoente 2011 mod 2:

2011 + 2 = 1005 (quociente), resto 1.

Portanto:
2011 =1 (mod 2).
Do ciclo, sabemos que:
42011 =41 (mod 10).

E como 4! =4 (mod 10), temos:
4211 = 4 (mod 10).

Conclusao

Agora somamos os restos modulo 10:

320 4 42 =744 (mod 10).
Note que:
7+4=11 = 11 (mod 10)=1.
Isso garante que:
320 4 42911 =11 (mod 10).

—  320M L 42 =1 (mod 10).

Portanto o tltimo digito de 32011 4- 42011 ¢ 1,

E a alternativa correta é o item (a). O
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