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Editorial

Caros Leitores, eis-nos juntos na edicao de margo
2025 do nosso E Matematica, OXENTE!

A presente edigao chega até vocés abordando te-
mas interessantes e variados com ao menos dois ob-
jetivos: ajudar na preparagao dos concorrentes as
olimpiadas de matemética e oportunizar um mer-
gulho multifacetado nessa area de conhecimento.

A secao artigo apresenta o trabalho A matemd-
tica na natureza, de autoria da professora Isis G. A.
Quinteiro, da Universidade Federal do Agreste de
Pernambuco. O artigo leva o leitor a descobertas de
fendomenos naturais “misteriosamente” impregnados
de matematica, trazendo a tona uma classica per-
gunta: a matematica é descoberta ou inventada?

A secao curiosidade, em sintonia com a temética
do artigo desta edigao, aborda Uma sequéncia pouco
conhecida,mas bem poderosa!, contribuicao das au-
toras Christiana G. do Nascimento, estudante da
licenciatura em matemética na UFRPE e Thamires
S. Cruz, docente da mesma instituicao.

A indicagdo chega com a proposta dos desafios
aritméticos, logicos e algébricos, no site Racha cuca,
contribui¢ao de Allana M. G. de Amorim, estudante
do curso de licenciatura em matemaética na Univer-
sidade Federal Rural de Pernambuco.

A secao Quem pergunta, quer saber! responde
a divida de um professor, veiculada na Revista do
Professor de Matemética (RPM, n® 28, p.59), a res-
peito de um problema que faz uso de artificios al-

gébricos na sua resolugao.

Finalizamos a edi¢ao com solugoes de problemas
da OLIMPIADA PERNAMBUCANA DE MATE-
MATICA - OPEMAT 2023 (segunda fase - nivel 2)
e proposta de novos problemas, bem como solugoes
daqueles propostos na edi¢ao 32.

Torcendo para que esta edicao ajude a manter
acesa a chama do interesse pela matemética, cri-
ando sempre mais uma cultura relativa a esse campo
do saber, nos despedimos com muita gratidao por
continuarem a prestigiar nosso projeto.

A Redagao.
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1. Artigo

A matematica na natureza

Isis Gabriella de Arruda Quinteiro Silva
Universidade Federal do Agreste de Pernambuco

(Av. Bom Pastor s/n, Boa Vista) - Garanhuns-PE - Brasil
(55292-270)

Introducao

Recentemente um video, mostrando duas ba-
leias jubartes durante uma caca na Antartida, vi-
ralizou nas redes sociais quando observou-se que as
baleias criaram uma espiral muito especifica, conhe-
cida como espiral de Fibonacci, na agua (veja [1]).
Mas, o que é uma espiral de Fibonacci? E um pa-
drao mateméatico observado em todo o universo. E
como se fosse uma espécie de assinatura do Cria-
dor. Este padrao pode ser visualizado, por exem-
plo, no giro de uma galéxia, no miolo de uma flor,
na cauda de um camaleao, no chifre de um antilope
(Antilopecervicapra) e ainda no nautilus marinho
(Nautilus pompilius), conforme vemos nas imagens
a seguir. Muitos fendmenos naturais parecem seguir

esse padrao numérico nao aleatoério.

Figura 1.1: Giro de uma galaxia

Fonte: Sparrow, 2018.

Figura 1.2: Miolo de um girassol

Fonte: Mendes, 2007.

Figura 1.3: Exemplos da formagao da espiral durea no
antilope, no camaleao e no nautilus

Fonte: Freitas, 2008.

A espiral de Fibonacci estéd diretamente ligada
a uma sequéncia de nimeros inteiros, chamada
Sequéncia de Fibonacci, que definiremos posteri-
ormente e cujos termos estao entre os nimeros
considerados os mais importantes da natureza. Ve-
remos neste artigo que a sequéncia de Fibonacci
também esta ligada a um ntmero que aparece com
frequéncia na natureza e, por isso, é conhecido
Este

ntmero, também conhecido como razao aurea ou

como numero de ouro ou numero de Deus.

propor¢ao aurea, ¢ um numero irracional que vale
aproximadamente 1,61803398875.
pela letra grega ¢ (phi), ele possui propriedades

Representado

matemaéticas e estéticas que o tornam fascinante e
amplamente reconhecido em diversas areas do co-
nhecimento, como matematica, arte, arquitetura e
natureza. Tudo isso vem corroborar com o que ja
dizia Galileu Galilei: “A Matematica é o alfabeto
com o qual Deus escreveu o Universo” e ainda Louis
Pasteur: “Quanto mais eu estudo a natureza, mais

me maravilho com a obra do Criador’. Convido
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o leitor a embarcar nessa fascinante viagem pelo
mundo da matemética presente na natureza, com
foco na sequéncia de Fibonacci. Antes de iniciar-
mos essa deliciosa aventura, vamos conhecer um
pouco sobre a historia de Leonardo Fibonacci, que
se destacou no estudo de tal sequéncia numérica.
Leonardo Pisa, que futuramente seria chamado de
Leonardo Fibonacci, nasceu por volta de 1170 na ci-
dade de Pisa e era filho de um comerciante chamado
Bonacci. Por isso, ficou conhecido como Leonardo
Fibonacci. Quando crianca, Fibonacci acompanhou
o pai numa viagem de trabalho a Argélia, onde ele
comegou a aprender um pouco da matemética indi-
ana, que seria de grande aplicacao na contabilidade,
uma ferramenta indispensavel para os comercian-
tes. Naquela época, a Europa ainda utilizava o
sistema de numeracao romano que é bem dificil de
ser usado para fazer contas. Vocé ja tentou fazer
contas usando numerais romanos?

Fibonacci conheceu o sistema de ntmeros indo-
arabicos (esse que usamos até hoje) que facilita a
realizacao de contas usando um sistema de posigao.
Além disso, Fibonacci foi apresentado ao ntimero
zero. Vocé ja havia parado para pensar que nao
existe uma representacao para o numero zero em
numerais romanos? Em suas viagens, Fibonacci
conheceu muitos problemas da matemética indi-
ana. Um deles, conhecido no Oriente varios séculos
antes de Fibonacci, era calcular de quantas manei-
ras diferentes podemos organizar fonemas curtos e
longos na poesia sanscrita (poesia escrita em sans-
crito, idioma das escrituras classicas das religioes
indianas da época). A solugao desse problema esté
na sequéncia que definiremos mais a frente como
sequéncia de Fibonacci.

Ao retornar de viagem, Fibonacci reuniu todos os
conhecimentos obtidos durante suas viagens com
0 pai e escreveu um livro chamado Liber Abaci no
ano de 1202. Isso revolucionou a matematica eu-
ropéia, introduzindo o zero e os demais numerais
indo-arabicos, que permitiram o desenvolvimento
de toda a matemaética dos séculos posteriores. Por

isso, o “Liber Abaci” é considerado a obra matema-

tica mais influente na Europa desde os “Elementos
de Euclides”, que foi escrito mais de mil anos antes.
Para mais informagoes sobre a historia de Leonardo
Fibonacci, indicamos a leitura de [2| e [3]. Um dos
capitulos do livro é baseado em pequenos proble-
mas. Um dos problemas mais conhecidos trata de

uma populagao de coelhos. O problema é o seguinte:

“Um homem coloca um casal de coelhos jovens em
um cativeiro e investiga quantos pares de coelhos
podem ser produzidos em um ano, a partir deste
casal, supondo que a cada més cada par adulto gera
um novo par jovem e que jovens coelhos levam um
més para se tornarem adultos e comecarem a se

reproduzir, formando um novo par a cada més”

Figura 1.4: Ilustracao representativa da série de Fi-
bonacci, demonstrando o crescimento populacional de
coelhos

)
&
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Fonte: Stewart, 2016.

A sequéncia de Fibonacci aparece naturalmente
na analise deste problema que pode ser encontrado
em varias fontes como, por exemplo, [18].

Um outro problema matematicamente idéntico e
mais recente, trata da ancestralidade do cromos-
somo X no DNA dos seres humanos. Este problema
também esté ligado a sequéncia de Fibonacci e sera
explorado mais a frente.

O interesse dos mateméticos na sequéncia de Fibo-
nacci nao estd no problema dos coelhos e nem no
problema dos cromossomos. A sequéncia em ques-
tao € interessante, por si mesma, do ponto de vista
matematico, uma vez que esconde muitas proprie-

dades curiosas que veremos a seguir.
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Propriedades interessantes da sequéncia de

Fibonacci

Iniciamos esta secao definindo a sequéncia de
Fibonacci como a sequéncia formada pelos ni-
meros {Fy, Fy,...,F,,..} onde F} = 1 | F, = 1
e F,, = F, 1+ F, o, paran > 3.
primeiros termos da sequéncia de Fibonacci sao
{1,1,2,3,5,8,13,19,32,51,...}. Conforme foi dito

anteriormente, esta sequéncia possui algumas pro-

Assim, os

priedades bastante interessantes que destacaremos

a partir de agora.

Propriedade 1. Fl -+ FQ -+ F3 +...+ Fn = Fn+2 — 1,
para todo n € N.
Demonstracgao: Comegamos escrevendo a

igualdade fundamental Fy,o = Fy + Fjy1. Dal

segue que F, = Fypio — Fpy1. Agora, fazendo
k=1,2,3,4,...,n esomando termo a termo, obte-
mos

Fi+F+. ...+ F,=(Fs— F)+ (F,— F3)

+(F5s — Fy) + ...+ (Frao — Fuya)

= n+2_F2:Fn+2_1-

Propriedade 2. F,,,, = F,,_1.F,+ F,,.F,, 11, para

quaisquer m,n € N.

Demonstragao: Mostraremos essa igualdade
usando o Principio da Inducao Finita sobre n. Para
isso, fixemos m. Se n = 1, a identidade torna-
se Fipv1 = Fa B+ FoFs = F, 1.1+ F.1 =
F,,_1+ F,, , que é verdadeira, por ser a relacao fun-
damental da sequéncia de Fibonacci. Suponha que
a identidade acima seja verdadeira quando n é um

dos inteiros 1,2,3,4, ..., k. Assim, temos:
Fm+k:Fm—1Fk+Fka+1
e também

Fm+(k—1) = Fm—le—l + Fka

Portanto:

Forr) = Fogr + Fg -1y

= Fo1(Fy + Fi1) + Fo(Fi + Fria),

o que completa o resultado por indugao sobre n.

Propriedade 3. F,, divide F},,, para quaisquer
m,n € N.

Demonstracao: A demonstragao é por in-

ducao sobre n. Para n = 1, o resultado é ver-
dadeiro, pois F,,, = F,,. Suponha que para
n=123,....k , F,, seja divisivel por F,,. O
caso (n + 1) ¢ verificado usando a férmula funda-
mk—1Fm + FrpFnga.

por hipotese de indugao, F), divide F,,, , o lado

mental: F,gy1) = Como,
direito da expressao acima é divisivel por F,, , e,

portanto, Fy,x+1) € divisivel por F,.

Propriedade 4. Relagao entre trés niimeros de Fi-

bonacci consecutivos:
(Fry1)? = Fy.Foyo + (—1)",Vn € N,

Essa propriedade é conhecida como férmula de Cas-
sini e pode ser verificada utilizando-se indugao sobre

n como pode ser visto em [10].

Propriedade 5. Determinantes de ordem dois,
com elementos da sequéncia de Fibonacci:

Vamos compor uma matriz quadrada de ordem dois
de modo que o primeiro elemento da matriz, ou seja,
o elemento que se encontra na primeira linha com a
primeira coluna, a1, seja qualquer um dos elemen-
tos da sequéncia de Fibonacci, o elemento seguinte
da sequéncia de Fibonacci serda o elemento a5 da
matriz, o proximo nimero de Fibonacci sera o ele-
mento as; € 0 termo seguinte seré o elemento ass da
matriz. Por exemplo:

11
-] % 8|
2 3 13 21

A:

O Jornal de Matematica Olimpica - UFRPE

ISSN 2526-8651



A propriedade em questao é que o determinante
de qualquer matriz construida da forma anterior, s6
possui dois possiveis valores: 1 ou —1.

A demonstracao dessa propriedade pode ser encon-

trada em [10].

Propriedade 6. Determinantes de ordem maior ou
igual a trés, com elementos da sequéncia de Fibo-
nacci:

Se dispusermos os elementos da sequéncia de Fi-
bonacci como elementos de uma matriz quadrada de
ordem maior ou igual a trés de acordo com o que
foi feito na propriedade anterior, ou seja, os niime-
ros de Fibonacci, devem obedecer a sequéncia, por
linhas de cima para baixo, e em cada linha seguir
no sentido da esquerda para a direita, sendo que o
primeiro elemento da matriz pode ser qualquer dos

ntmeros de Fibonacci. Por exemplo:

1 1 2 5 8 13
A= 3 5 8 |,B=|21 34 55
13 21 34 89 144 233

Neste caso, o valor do determinante de qual-
quer uma dessas matrizes sera sempre igual a zero.
IGUAL A ZERQO? Isso mesmo, acredite nisso verifi-
cando que, no caso da sequéncia de Fibonacci sendo
disposta da forma citada anteriormente, existe uma
relacao entre as colunas dessas matrizes. Na reali-
dade esse fato se relaciona com a propria definigao
da sequéncia de Fibonacci, pois como ja vimos, a
soma de dois termos consecutivos da sequéncia re-
sulta no termo seguinte, no caso das matrizes cita-
das, vemos que a soma do primeiro com o segundo
elemento de cada linha resultara no terceiro, ou seja,
a primeira coluna somada com a segunda resultara
na terceira coluna. Essa relagao entre as colunas das
matrizes, embora seja imediata e mais facilmente
percebida, ela nao é a tnica. Por exemplo: nos
dois casos apresentados, vemos que cada elemento
da terceira linha menos o elemento da primeira li-
nha que se encontra na mesma coluna, resultara no
elemento situado na segunda linha multiplicado por
quatro.

Podemos notar que, se a ordem da matriz for maior

que trés, seguindo a distribuicao mencionada an-
teriormente, o determinante também sera igual a

Zero.

Em 1876, F. Edouard A. Lucas provou que o
Maximo Divisor Comum de dois nimeros de Fibo-
nacci é um outro nimero de Fibonacci. Mais preci-

samente,temos:

Propriedade 7.
MDC(F,, Frn) = Fupc(r,,Fm)-

Em particular, MDC(F,, F,_1) =

quaisquer dois niimeros de Fibonacci consecutivos

1 , ou seja,

sao primos entre si.
A demonstragao dessa propriedade pode ser encon-

trada em [9].

O proximo resultado é conhecido como O Te-
orema de Zeckendorf. Para a demonstragao deste

resultado, indicamos [9].

Propriedade 8. Todo nimero inteiro positivo
pode ser escrito de maneira tinica como a soma de

dois nameros de Fibonacci distintos.

Observando a sequéncia, encontramos um outro
padrao interessante, a saber, cada terceiro nimero
na sequéncia ¢ um miltiplo de 2. Cada quarto nu-
mero na sequéncia é um multiplo de 3, cada quinto
nimero na sequéncia ¢ um multiplo de 4 e assim su-
cessivamente. Temos entao a seguinte propriedade,
cuja demonstracao pode ser construida com a ideia

apresentada em [15].

Propriedade 9. % dos niameros de Fibonacci é par,
i dos numeros de Fibonacci é mutiplo de 3, % dos
nimeros de Fibonacci é mutiplo de 5. Mais geral-
mente, % ¢ o numero de mutiplos de F,, dentro da

sequéncia de Fibonacci.

A préxima propriedade relaciona os niimeros de
Fibonacci ao conhecido Tridngulo de Pascal. O
triangulo de Pascal é dividido por linhas e colunas,
comegando sempre da linha zero e da coluna zero.
Ele é formado por combinagoes, ou seja, na linha
0 e coluna 0, teremos a combinacao de 0 elemento

tomado de 0 em 0, na linha 1 e coluna 1, teremos
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a combinagao de 1 elemento tomado de 1 em 1, e
assim por diante. Podemos construir quantas linhas

forem necessérias seguindo essa mesma logica.

Figura 1.5: Triangulo de Pascal

(0) (1)) (5) (&) ()

Fonte: InfoEscola, 2025.

Propriedade 10. Os nimeros de Fibonacci apa-
recem nas diagonais do triangulo de Pascal, pois a
soma dos termos de uma diagonal rasa sempre é um

namero de Fibonacci.(Veja figura a seguir!)

Figura 1.6: Triangulo de Pascal: soma dos termos de
cada diagonal rasa.

84 126 126 84 36 9 1
120 210 252 210 120 45 10 1

10 45

Fonte: Neurochispas.

A demonstragao desta propriedade pode ser en-
contrada em [16].
A sequéncia de Fibonacci esta intimamente li-

gada a razao adurea que também ¢é conhecida como

numero de ouro. A razao aurea é definida pela se-
guinte relacao: dois niimeros estao na razao aurea
se a razao entre o maior e o menor ¢ igual a razao
entre a soma deles e o maior. Matematicamente, se
a e b sao dois numeros tais que a > b > 0, eles estao

na razao aurea se

a a—l—b_

b a v

Essa equacao resulta em um valor de ¢ que é so-
lucao da equacao quadratica 22 —x — 1 = 0, cujo
resultado positivo é ¢ que, como foi dito no inicio
deste trabalho é chamado nimero de ouro ou ni-
mero de Deus.

Ao longo da historia, a razao aurea tem sido utili-
zada como um principio estético fundamental. Ar-
tistas e arquitetos antigos, como os gregos e 0s re-
nascentistas, incorporaram a proporcao aurea em
suas obras para alcancar harmonia e beleza. Um
exemplo famoso é o Partenon, em Atenas, onde se
acredita que as proporgoes do edificio foram pro-
jetadas com base na razao durea. Durante o Re-
nascimento, Leonardo da Vinci estudou e aplicou a
proporg¢ao aurea em suas obras, como na “Monalisa”
e no “Homem Vitruviano”.

Outros artistas, como Salvador Dali, também ex-
ploraram essa propor¢ao em suas criagoes.

A razao aurea nao esta limitada apenas a criacao
humana. Ela também aparece frequentemente na
natureza. Padroes de crescimento de plantas, a for-
macao de conchas e até mesmo a disposicao das
pétalas de flores seguem a proporcao aurea. Além
de sua aplicagao pratica, o numero de ouro é uma
constante matemaética de grande importancia. Ela
possui propriedades tinicas, como a sua autossimila-
ridade: se subtrairmos uma unidade de ¢, obtemos
o seu inverso. Essa caracteristica torna ¢ um objeto
de estudo fascinante em diversas areas da mateméa-
tica, incluindo a teoria dos ntimeros e a geometria.
O ndmero de ouro é um exemplo notével de como a
matemaética pode estar intrinsecamente ligada & es-
tética e & natureza. Sua presenca em obras de arte,
arquitetura e na propria estrutura do mundo natu-

ral ilustra a profunda conexao entre a matematica
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e 0 universo ao nosso redor. A razao aurea continua
a inspirar e a fascinar matematicos, artistas e cien-
tistas, revelando a beleza que pode surgir quando
nimeros e proporgoes se encontram.

A relagao entre a sequéncia de Fibonacci e o nimero
de ouro é bastante estreita e sera destacada a seguir

através de algumas propriedades.

Propriedade 11. Para cada n € N, temos

onde ¢ é o nimero de ouro. (Apesar de nao ser fa-
cil visualizar, o niimero do lado direito da equagao

anterior, ¢ um nimero inteiro!)

Antes de demonstrarmos a férmula anterior, que
é conhecida como Férmula de Binet, vamos fazer al-
gumas observacoes. A sequéncia de Fibonacci nao

é a Unica sequéncia que satisfaz a féormula recursiva
Fn+2 = Fn+Fn+1. (1)

De fato, a chamada sequéncia de Lucas:
{1,3,4,7,11,18, ...} também satisfaz & relagao 1.
Na verdade, existe uma infinidade de sequéncias
satisfazendo essa relagao.

Demonstragao:  Voltando a demonstragao da
Formula de Binet, observe que , se ¢ é o niu-
mero de ouro, por definicdo temos ¢? = ¢ + 1.
Assim, multiplicando cada lado por ¢", obte-
mos "2 = "t 4 " para todo n € N. As-
sim, {¢, %, 3, ..

(¥). Seja u = 1 — ¢ a outra solu¢ao da equagao

.} ¢ uma sequéncia satisfazendo

2> = v+ 1. Logo, {u,u? u?, ...} é uma sequéncia
que satisfaz (x). Vocé pode verificar que a sequéncia
{p—u,p? —u,p>—u,...} satisfaz (). Mas os dois

primeiros termos sao iguais, pois ¢ e u sao solugoes
Soniun
p—u

n € N, é a sequéncia de Fibonacci, isto é,

de 22 = x + 1. Portanto, a sequéncia para

u,VnEN.
©—u

F, =

Por outro lado, é facil verificarmos que

n —-n

— [~¢]

VA

o que demonstra o resultado. E interessante obser-

prout
Y —Uu

var que a sequéncia de Fibonacci é extremamente
facil de definir recursivamente e, apesar disso, pos-
sui uma expressao complicada para cada termo.

De todas as propriedades da sequéncia de Fibo-
nacci, a mais importante foi descoberta por Yohan
Kepler (o mesmo da Astronomia). Ele comecqu a
calcular a razao entre dois termos consecutivos da

sequéncia de Fibonacci. Por exemplo, Kleper ob-

servou que
T2 539 2415 55 1 6666...
F1 7.FQ F3 ’ F4 7

Kepler percebeu entao que, conforme ele percorria

a sequéncia de Fibonacci, tomando termos cada vez

F,
Fn—1

maiores, a razao se aproximava cada vez mais

do ntimero #, que é o namero de ouro. Podemos

enunciar entao a seguinte propriedade:

Propriedade 12. Para cada n € N, temos que a

razao FF—l se aproxima de ¢ (o nimero de ouro), a
e

medida que n se torna cada vez maior.
Demonstracao: De fato, segue da Foérmula

3 7 . . n

de Binet, que F,, é aproximadamente igual a £-

V5
quando n cresce. Assim,

n 1_ n
P B el

VBl VB

porque |1 — ¢| < 1. Sabemos muita coisa sobre a

— 0,

sequéncia de Fibonacci mas ainda ha muitas coisas
que nao sabemos. Por exemplo, sabemos que di-
versos numeros de Fibonacci sao primos, entre eles
estao 2,3,5,13,89,233,1597,28657,514229. Com-
putadores potentes ja encontraram nimeros primos
de Fibonacci com milhares de digitos, mas ainda
nao foi possivel concluir se existem ou nao infinitos
ntmeros primos na sequéncia de Fibonacci.

A seguinte propriedade relaciona a sequéncia de Fi-
bonacci com a espiral de Fibonacci citada no inicio

do texto.
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Propriedade 13. O termos da sequéncia de Fibo-
nacci possuem uma representacao geométrica que
forma uma espiral.(A espiral de Fibonacci citada

no inicio deste texto.)

Para visualizar essa representacao, construimos
um quadrado de lado igual a 1. Em cima dele, colo-
camos outro quadrado idéntico. Af, vamos adicio-
nando quadrados cujos lados tém a mesma medida
que a soma das medidas dos lados dos dois qua-
drados anteriores (conforme figura abaixo). Essa ¢
a mesma regra de formacao da sequéncia de Fibo-
nacci. Portanto, os lados dos quadrados sao exata-
mente os nimeros de Fibonacci. Ligando os vérti-
ces desses quadrados como vemos a seguir, forma-se

uma espiral conhecida como FEspiral de Fibonacci.

Figura 1.7: Construgao da espiral durea a partir da
utilizagao da sequéncia de Fibonacci como lados de qua-
drados

o

Fonte: Reis, 2019.

Essa espiral ficou muito popular por estar, su-
postamente, presente na natureza, na arte e na
arquitetura conforme comentamos no inicio desse
texto. Usamos o termo “supostamente” porque, em
todas as situagoes citadas, a espiral de Fibonacci
aparece de forma aproximada e, agora, apresenta-
mos um contraponto ao ponto de vista apresen-
tado até este momento. Por exemplo, é possivel
“encaixar” uma espiral de Fibonacci praticamente
em qualquer imagem que encontrarmos como, por
exemplo, no formato da orelha humana, nas pro-
porcoes do rosto da Monalisa, entre outros. Isso

nos leva a pensar se, de fato, existe uma obssegao

em encontrar este padrao na natureza ou se o pa-
drao esta realmente presente. Seja qual for a res-
posta, podemos exibir um exemplo natural em que,
de fato, a sequéncia de Fibonacci aparece. Vejamos:
“Comegamos considerando um homem. Esse ho-
mem possui um cromossomo X herdado de sua mae.
A pergunta é: quantos antepassados deste homem
transmitiram esse cromossomo, a cada geragao, até
chegar nele?”

Para responder essa questao, observe que, na pri-
meira geracao este homem é a origem do seu pro-
prio cromossomo. Portanto, o primeiro termo da
sequéncia ¢ 1. Na segunda geracao, a geragao dos
seus pais, esse cromossomo ¢ herdado de sua mae
mas nao do seu pai. Como o cromossomo s6 aparece
em um membro dessa geracao, o segundo termo da
sequéncia também é 1. A mae do homem recebeu
o cromossomo X de sua mae e um cromossomo X
de seu pai, o avo materno do homem. Portanto,
na terceira geracao, temos 2 membros com aquele
cromossomo X e o terceiro termo da sequéncia é 2.
Assim, a cada vez que temos um homem, a gera-
¢ao de cima terd uma mulher com o cromossomo
X. A cada vez que temos uma mulher, a geracao
de cima tera tanto um homem quanto uma mulher
com o cromossomo X. Portanto como, para cada
pessoa numa geragao, existe uma mulher na gera-
¢ao de cima, o numero de ancestrais com o cro-
mossomo X do nosso homem original numa certa
geracao, ¢ igual ao numero de mulheres com esse
cromossomo na geracao de cima. Assim, basta en-
tendermos como se comportam as mulheres e o que
deduzirmos para elas, vai valer para o total de an-
cestrais (basta andar uma geragao). Sabemos que
as mulheres numa geracao sao as mulheres da gera-
¢ao anterior somadas com os homens e os homens
sao em mesma quantidade que as mulheres de uma
geracao abaixo. Portanto, o nimero de mulheres em
uma geragao ¢ a soma do nimero de mulheres das
duas geracoes anteriores e essa é a mesma relagao
de Fibonacci. Logo, o nimero de ancestrais com o
cromossomo X ¢ dado exatamente pela sequéncia
de Fibonacci.
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Figura 1.8: Numero de ancestrais com o cromossomo
X de um determinado homem.

Fonte: Tem Ciéncia.

Seré tudo isso apenas uma coincidéncia ou existe
algo por tras de tudo isso? Como disse numa certa
vez Albert Einstein, “s6 existem duas maneiras de
se viver: a primeira é pensar que nada é um mila-
gre e a segunda é pensar que tudo é um milagre”,

deixamos essa reflexao para o leitor.

Questoes de Olimpiadas Resolvidas

Exemplo 1.1. (OBMEP- Banco de Questoes 2016)
A sequéncia de Fibonacci comeca com Fy = 0,
Fy = 1, e, a partir do segundo termo, cada novo
termo é obtido somando-se os dois anteriores, ou
seja, Fio = F,11 + F,, paran > 0. Assim, os pri-
meiros termos da sequéncia de Fibonacci sao Fy =
0,Fi=1,F,=1,F;=2F,=3,F; =05, F; =8.

1. Verifique que F,, 3 < 5F, , Vn > 3.

Solugao: Iniciaremos mostrando que a sequén-
cia de Fibonacci é crescente, isto é, F, 1 < F,
para todo n € N, com n > 3. Para isto, usaremos a
Segunda Forma do Principio da Indugao Finita.

(i) Sen =3, temos Fy =1 < Iy = 2.

(17) Suponha que, para algum n € N, n > 3 &
verdade que Fj,_; < F}, para todo k < n. Assim,
temos F,, = F, 1+ F, o < F, + F,_ 1 = F,1, por
hipotese de inducao.

Como a sequéncia de Fibonacci é crescente, temos:
Fn+3:Fn+2+Fn+1 -

2F 1+ F, =3F, +2F,_, < 3F, +2F, = 5F,.

2. Seja n um inteiro positivo. Mostre que entre

poténcias consecutivas de n existem no maximo n

ntmeros de Fibonacci.

k k+1

Solugao: Sejam n" e n as poténcias con-

secutivas de m.  Supondo que o primeiro nu-
mero de Fibonacci maior que n* seja F,, teremos
qu Fq+17 Fq+27

consecutivos, todos maiores que n*. Logo,

, Fyin—1 , n nimeros de Fibonacci

Fio=Fy + F, >nf +nf =2nF

Fii3=Fyo+ Fyyy > 20" +nb = 30"

Fyia = Fyz+ Fyo > 30" +nF = 4n”

Fpn > (n—1)n"

Foin > n.nk = nkt,

Se tivéssemos n+ 1 numeros de Fibonacci, o nimero
F,.,, seria maior que n*+1 logo teremos no méaximo
n nameros de Fibonacci entre duas poténcias con-

secutivas de n.

Exemplo 1.2. (Clubes de Matemaética da OB-
MEP): Nos seis primeiros termos da sequéncia
de Fibonacci aparecem cinco dos dez algarismos:
1,2,3,5 e 8 e, na medida que outros termos forem
sendo definidos, todos os demais algarismos apare-
cerdo. Qual dentre os algarismos {0,4,6,7,9} sera
o ultimo a aparecer como unidade de um termo da
sequéncia de Fibonacci?

Solugao: Para responder a essa questao, po-
derfamos calcular, simplesmente, os termos da
sequéncia de Fibonacci até encontrar o tltimo
algarismo a aparecer na casa das unidades:
1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144,233, 377, 610,
987, 1597, 2854, 4181, 7035, 11216. Assim concluiria-
mos que o ultimo alagarismo a aparecer seria o 6.
Por outro lado, fariamos contas mais simples, se
trabalhassemos, diretamente, com as unidades dos
termos da sequéncia de Fibonacci. Lembre-se de
que cada termo dessa sequéncia, a partir do ter-
ceiro, é obtido somando-se os dois termos ime-

diatamente anteriores a ele. Assim, o algarismo
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da unidade de um termo da sequéncia de Fibo-
nacci, a partir do terceiro, é o algarismo da uni-
dade da soma das respectivas unidades dos dois
termos imediatamente anteriores ao termo em
questao. Entao, a sequéncia dos algarismos da
casa da unidade de cada termo de Fibonacci é
1,1,2,3,5,8,3,1,4,5,9,4,3,7,0,7,7,4,1,5,6, ... ja
que 1 + 1 = 2 e, portanto, o algarismo da unidade
do terceiro termo da sequéncia de Fibonacci é 2,
142 = 3. O algarismo da unidade do quarto termo
da sequéncia de Fibonacci é 3, 2+ 3 = 5 e, as-
sim, o algarismo da unidade do quinto termo da
sequéncia de Fibonacci é 5 e assim, sucessivamente,
encontramos os algarismos das unidades de todos
os termos até o vigésimo termo da sequéncia, que é
6. De qualquer forma, 6 é a resposta do problema

proposto.

Exemplo 1.3. (IIT Olimpiada Brasileira de Mate-
matica dos Institutos Federais - 2020) O ntmero de
ouro, representado pela letra ¢, ¢ um ntimero irraci-
onal, muito estudado por alguns matematicos e con-
siderado, por algumas pessoas, como o nimero que
aparece nas coisas mais belas da natureza. Também
chamado de razao durea ou de proporcao divina, seu
valor pode ser encontrado calculando-se a raiz posi-
tiva da equacao quadrética 22 —x — 1 = 0. O valor

de %, em funcdo de ¢, é:
1. p+2
2. 4y +2
3. 65+ 6
4. 8o+ 5
5. 120 + 23

Solugao: Como ¢ é raiz positiva da equacao qua-
dratica fornecida, entao > — ¢ — 1 = 0 e, entao,
©? = ¢ + 1. Elevando os dois membros desa tltima

igualdade ao quadrado, temos:
=0 +20+1=(p+1)+2p+1=3p+2.

Multiplicando os dois membros desta tltima igual-

dade por ¢? , obtemos ¢% = 8¢ + 5.

Exemplo 1.4. (Clubes de Matematica da OB-
MEP) Construcdo da Espiral Aurea, a partir da
justaposicao de quadrados.

Utilizando papel sulfite, construir sete quadrados de
modo que as medidas dos lados correspondam aos
sete primeiros nimeros da sequéncia de Fibonacci.
Ordene os quadrados construidos em ordem cres-

cente dos tamanhos dos lados da seguinte maneira:

1. Coloque o quadrado cujo comprimento do
lado é o segundo ntimero da sequéncia de Fi-

bonacci acima do primeiro;

2. Coloque o quadrado cujo comprimento do
lado é o terceiro nimero da sequéncia de Fi-

bonacci a direita dos anteriores;

3. Coloque o quadrado cujo comprimento do
lado é o quarto ntimero da sequéncia de Fi-

bonacci abaixo dos anteriores;

4. Coloque o quadrado cujo comprimento do
lado é o quinto ntmero da sequéncia de Fi-

bonacci a esquerda dos anteriores;

5. Coloque o quadrado cujo comprimento do
lado é o sexto nimero da sequéncia de Fibo-

nacci acima dos anteriores;

6. Coloque o quadrado cujo comprimento do
lado é o sétimo ntmero da sequéncia de Fi-

bonacci a direita dos anteriores.

A construcao deve ser feita dando a ideia de movi-
mento em espiral, de acordo com a Figura 7. Ter-
minada a construgao coloca-se a ponta seca do com-
passo no vértice do lado direito comum aos dois qua-
drados menores, tracando um quarto de circulo em
cada um desses quadrados. Dando continuidade,
tragar um quarto de circulo nos demais quadrados

para formar a Espiral Aurea.
Problemas Propostos

Problema 1.1. (Olimpiada Brasileira de Matemé-
tica - Nivel 3 - 2003)

Na sequéncia de Fibonacci

{1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,.. .}
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cada termo, a partir do terceiro, é igual a soma dos
dois termos anteriores. Quanto vale a soma infinita
1 1 2 3 5 8 13 21 34

st T8 T 6 T e T ea T8 256 T T

onde o n-ésimo termo é o n-ésimo termo da sequén-

cia de Fibonacci dividido por 2™7

Problema 1.2. Represente os niimeros 50, 75, 100

e 125 como soma de numeros de Fibonacci.

Problema 1.3. Mostre que a soma F + F2, | ¢

sempre um numero de Fibonacci.

Problema 1.4. Mostre que F\Fy + FoF3 + ... +
Fo,_1F5, = F22n Sugestao: Use o Principio da In-
ducdo Finita. (vide [21])

Problema 1.5. (Clubes de
OBMEP- Probleminha: A sequéncia de Fibonacci)

Considerando que F,, é o termo de ordem n na

mateméatica da

sequéncia de Fibonacci:

1. Calcule Fg, FlO; Fll [§ F12.
2. Fy19 € par ou impar? Justifique.
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2. Curiosidades

Uma sequéncia pouco conhecida, mas
bem poderosal
Christiana Granja do Nascimento!

Thamires Santos Cruz 2

Figura 2.1: Edouard Lucas

Fonte: Google Imagens

Quem aqui ja nao deve ter ouvido falar ou teve
um breve contato com a famosa Sequéncia de Fi-
bonacci? Pois bem, tal sequéncia teve sua origem
a partir do Problema dos Coelhos |2], escrito no li-
vro Liber Abbaci, ao qual ao adotar como valores
iniciais F; = F; = 1, o termo conseguinte é ob-
tido por intermédio da soma dos dois anteriores e,
assim, sucessivamente. Em conexao com a sequén-
cia de Fibonacci, temos a sequéncia de Lucas®, que
trata-se de uma variagao da sequéncia de Fibonacci,
isto é, ela obedece a mesma relacao de recorréncia,
entretanto Edouard Lucas decidiu tomar como seus
valores iniciais L1 =1 e Ly = 3.

E o que tem de “especial” nessa sequéncia de Lu-
cas que nao tem na de Fibonacci? Os ntmeros de
Lucas possuem alguns resultados, os quais podem
ser vistos em [3], como a Féormula de Binet? e a Iden-
tidade de Cassini®, sendo em parte relativamente
mais simples do que os resultados para os ntimeros
de Fibonacci (ver tabela comparativa a seguir), po-
dendo entao ocorrer uma melhor aplicabilidade de
tal sequéncia no ensino basico, por exemplo. Sem
falar ainda, que ambas as sequéncias possuem rela-
¢oes e identidades que as conectam, podendo uma
ser escrita em fungao da outra, o que torna ainda
mais interessante o trabalho e manejo de ambas em

conjunto.

Sejam « = 1+2‘/3 e = %5 Entao, Vn € Z,

Foérmula de Binet Identidade de Cassini
Ln =ao" + ,Bn Ln—an+1 - Lzz = _5(_1)71
am — Bn
Fn = ﬁﬁ FoaFopy = F} = (=1)"
Relagoes envolvendo F), e L,
Ln = LI'p+1 + anl

5Fn = Ln+1 + Lnfl
L2 — 5F2 = 4(—1)"

Além disso, vocé sabia que em ambas as sequén-

!Licencianda do Curso de Licenciatura em Matemética da Universidade Federal Rural de Pernambuco.

2Prof? Dr? do Departamento de Matematica da Universidade Federal Rural de Pernambuco.

3Frangois Edouard Anatole Lucas (1842-1891) foi um matemético francés conhecido por seus trabalhos sobre teoria dos
nameros e sequéncias recorrentes. Ele estudou extensivamente a sequéncia de Fibonacci e formulou o teste de primalidade
de Lucas, além de introduzir os nimeros de Lucas, uma variagao da sequéncia de Fibonacci.

4Jacques Philippe Marie Binet (1786-1856) foi um matemaético, fisico e astronomo francés, conhecido por suas contribui-
¢Oes a algebra e a teoria das matrizes. A identidade de Binet fornece uma expressao fechada para os nimeros de Fibonacci.

Giovanni Domenico Cassini (1625-1712) foi um astrénomo e matemético italiano, conhecido por suas observacoes pla-
netarias e pela identidade de Cassini, uma propriedade notavel da sequéncia de Fibonacci.
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clas temos
: Fn+1 . LnJrl
p— p— pr— {?
SRR, Tk, T Lo

Isso mesmo! Como vocé pode notar o limite
da razao dos termos sucessivos das duas sequéncias
converge para o conhecido Nimero de Ouro. Este
resultado também esta conectado a geragao da Es-
piral de Fibonacci, sendo ela presente em diversos
elementos da natureza, arquitetura e até mesmo do
corpo humano, o que causa até os dias atuais muitos
questionamentos e curiosidades a despeito de seria
este um “formato divino” 7

Por fim, mas nao menos importante, é valido
mencionar que por meio das relagoes entre os ni-
meros de Lucas e de Fibonacci, é possivel perceber
uma relagao com algumas identidades trigonométri-
cas conhecidas, nas quais, a menos das constantes,
os numeros de Lucas se relacionam com o cosseno
e os numeros de Fibonacci com o seno, conforme

pode ser visto na tabela a seguir.

Férmula Trigonométrica Relagdo com F), e L,
sen (2a) = 2sen (a) cos (a) Fy, = F,L,
cos (2a) = cos® (a) —sen® (a) | Loy = 3(L2 +5F7)
=2cos? (a) — 1 =12 -2(-1)"
=1—2sen?(a) =2(—-1)"+5F?
sen (—a) = —sen (a) F.,.=—-(-1)"F,
cos (—a) = cos (a) L_,=(-1)"L,

Esta é mais uma intrigante aplicabilidade de tais
sequéncias em conjunto, cujas respectivas demons-

tracoes podem ser encontradas em [1].
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tps://www.youtube.com/watch?v=u_GICi_XK-O.
Acesso em: 07 de margo de 2023.

[2] SANTOS, H.P.S., ARAUJO, Y. L. R. Recorréncias
Lineares. Jornal E Matematica, Oxente!, ed. 23,
pag 4. Disponivel em: https://ematematicaoxe

nte.com.br/e-matematica-oxente-numero-23/.

Acesso em 08/09/2023.
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[3] SILVA, B. A., Numeros de Fibonacci e nimeros
de Lucas, Dissertacao de Mestrado, Instituto de
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2017.

3. Indicacao

Racha Cuca

Allana Mylena Gomes de Amorim®

Desde minha adolescéncia, me recordo de um
site que acessava para me divertir e passar o tempo.
Este é o Racha Cuca [1]. Criado em 2006, e mantido
por Tiago Serafim e Vinicius Serafim, ambos ba-
charéis em Ciéncia da Computacao pela Unicamp,
conta com diversas se¢oes principais, com jogos,
passatempos, desafios, e até uma area com contet-
dos educacionais.

Foi neste site que conheci os desafios l6gicos,
onde me desafiava a ver em quanto tempo eu conse-
guiria solucionar as diversas opcoes oferecidas pelo
site, que eram organizados em niveis crescente de
dificuldade. Mais especificamente, foi a partir dele
que propus a secao “Curiosidades”, da edi¢ao de nu-
mero 29, intitulada “O Enigma de Einstein”, deste
jornal. [2]

O Racha Cuca é um site com uma interface fa-
cil de entender, na pagina inicial sao apresentados
diversos jogos e desafios que podem ser acessados a
um click. Além disso, acessando o menu na barra
superior as demais secoes sao apresentadas. Den-
tre as quais, podemos citar Logica, que conta com
diversos problemas similares ao “Teste de Einstein”,
que vao do nivel muito facil ao muito dificil, o jogo
sudoku e um jogo chamado “quase nada”; Pala-
vras, contendo jogos de palavras como anagramas,
caga palavra, criptogramas, entre outros, e desafios
diarios; Raciocinio, dispondo de jogos como 2048,
quebra-cabeca, tangram, entre outros; Paciéncia,
com jogos como Paciéncia Spider e variagoes.

Em seguida, apresenta uma segao de Jogos on-

line, seguida da secao Passatempos, com jogos como
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domino, jogo da memoria, mahjong entre outros.
Além das secoes ja citadas anteriormente, destaca-
mos ainda as secoes de Trivias, Quiz e Educacao,
que traz contetidos de Ensino Médio das discipli-
nas de Biologia, Fisica, Geografia, Historia, Inglés,
Quimica, Matematica e Portugués.

Como podemos perceber, o Racha Cuca é um
site bem completo, que conta com diversas opg¢oes
para aprender se divertindo, exercitando o racio-
cinio logico. Sendo assim, é uma boa recomenda-
¢ao para alunos dos ensinos fundamental e médio,
para aperfeicoar a interpretacao de textos e o ra-
ciocinio légico, contribuindo também para o enga-
jamento em desafios, e interacao em grupos. Vocé
pode acessa-lo pelo link: https://rachacuca.com.br

. Divirtam-se!

Referéncias

[1] RACHACUCA. RAcCHAcCUCA, 2006. PAGINA
INICIAL. DISPONIVEL EM: HTTPS://RACHACUCA.
coM.BR. ACESSO EM: 10, AGO. DE 2024.

[2] E MATEMATICA, OXENTE!: O JORNAL DE
MATEMATICA OLIMPICA. DISPONIVEL EM: HT
TPS://EMATEMATICAOXENTE.COM.BR. ACESSO EM:
10, AGO. DE 2024.

4. Quem pergunta, quer saber!

Revista do Professor de Matematica
(RPM, n® 28, p.59)

Severino Barros de Melo”

George Polya no livro A Arte de Resolver Proble-
mas afirma que Isaac Newton em sua obra Arithmetica
Universalis compara o ato de equacionar como se fosse
traduzir de uma lingua para outra; no caso do Inglés
para a Matematica. Depois dessa “traducao” precisa-
mos chegar & resolucao, e, muitas vezes, se faz necessario
lancar mao de alguns artificios algébricos para a resolu-
cdo de um problema. E o caso da pergunta em forma de
problema, feita por um professor da cidade de Valenga
(RJ), a Revista do Professor de Mateméatica (RPM) (n®

28, p.5h9).

Pergunta: A populagdo de Itapira era um quadrado
perfeito. Depois, com um aumento de 100 habitantes,
a populacao passou a ser uma unidade maior do que
um quadrado perfeito. Depois, com outro aumento de
100 habitantes, a populacao voltou a ser um quadrado

perfeito. Qual era a populagao original?

Resposta da RPM: Observe que o conjunto universo
de problema é o conjunto dos ntimeros naturais nao nu-
los, N*.

Se chamarmos de P a populagao original, as con-

digoes do problema podem ser descritas algebricamente

por
P=2? zeN* (1)
P+100=y?+1, y e N* (2)
P+200=2% z€N* (3)

De (2) e (3), temos
22 —y?> =101 ou (2 +y)(z — y) = 101.

Como z+y € N* e z—y € N*, e 101 é um ntmero

primo, temos:
z+y =101 e z —y = 1. Portanto, z = 51 e y = 50.

Donde concluimos que P = 2401 = 492, estando

também satisfeita a equagao (1).

5. Eventos

Fiquem Ligados!!!

e XVI Seminario Nacional de Histéria da
Matematica - SNHM

— Local: Instituto Federal de Educagao, Cién-
cia e Tecnologia Sul-Rio-Grandense - Pelo-
tas - Rio Grande do Sul

— Data: 13 a 16 de abril de 2025

— Mais informagoes: https://eventos.ifsu
1.edu.br/snhm2025%7even3_orig=online_

category/

"Docente do Departamento de Educacio da Universidade Federal Rural de Pernambuco
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e The Fourth International Conference on
Creative Insubordination in Mathematics
Education — ICOCIME 4

— Local: Universidade Estadual Paulista

(UNESP) - Guaratingueta - SP
— Data: 23 a 26 de Abril de 2025

— Mais informagoes: https://www.even3.co

m.br/icocime4d/

e XIV ENCONTRO PARAENSE DE EDU-
CACAO MATEMATICA-EPAEM

— Local: Universidade do Estado do Para
(UEPA) - Belém - PA

— Data: 06 a 08 de Maio 2025

— Mais informagoes: https://www.even3.co
m.br/xiv_epaem?even3_orig=online_cat

egory/

e I Encontro Nacional de Professores da Edu-
cacao Basica que participam de Feiras Ci-

entificas

— Local: Instituto Federal Catarinense (IFC)
- Rio do Sul - SC

— Data: 19 e 20 de Maio de 2025

— Mais informagdes: https://centraldeeve
ntos.ifc.edu.br/i-encontro-de-profe
ssores-da-educacao-basica-que-parti
cipam-de-feiras-cientificas-a-escri

ta-de-praticas-i-epfec-509509/

e II Simpésio Brasileiro de Educacao Mate-
matica com Pessoas Jovens, Adultas e Ido-
sas - Novos Desafios em Tempos de Recons-

trugcao Democratica

— Local: Escola de Formacao Paulo Freire -
Rio de Janeiro - RJ

— Data: 23 e 24 de Maio de 2025

— Mais informagoes: https://www.even3.co
m.br/ii-simposio-brasileiro-de-educa
cao-matematica-com-pessoas-jovens-a
dultas-e-idosas-novos-desafios-em-t
empos-de-reconstrucao-democratica-5

216997even3_orig=online_category/

6. Solucoes de Olimpiadas

OPEMAT 2023 - Nivel 2

Nesta edicao apresentaremos a resolucao das ques-
toes discursivas e de verdadeiro ou falso da prova da
Olimpiada Pernambucana de Mateméatica (OPEMAT)

do ano de 2023 referentes ao nivel 2.

Problema 6.1. Deseja-se construir um tanque para ar-
mazenar combustivel, com formato de paralelepipedo
retangular reto, com largura L, comprimento C' e pro-
fundidade P. No projeto foi estabelecido que a soma
P + L + C deve ser igual a 113 metros e a profundi-
dade P deve ser no minimo 57 metros. Qual é o maior
valor possivel para o volume, em metros ctbicos, deste

tanque de combustivel?

Solugao. Como 57 é maior que a metade de 113 temos
que P—57>0e C —57<0. Logo

(P—57)(C —=57) <0.
Desenvolvendo esse produto, temos que
PC <57(P+C —57).
Multiplicando a inequagao acima por L, segue que
LPC <57L(P+ C —57).

Utilizando a desigualdade MA-MG, obtemos

LPC < 57L(P+C —57)
. 2
- 57(L+P+C 57)
4
= 57282

Precisamos mostrar que a cota é atingida. Para simpli-
ficar vamos procurar valores inteiros para P, L e C' que

atingem a cota.

Tem-se: LPC < 57 - 282. Isto, junto com P > 57 e
2-57 =154 > 113 = P4+ L+ C, fornece P = 57. Assim,
L+C =56e LC <282 Na verdade, LC = 282, pois
pela desigualdade MA-MG, temos

L+C

28 = <VLC <28
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Agora, pode-se justificar L = C' = 28 em dois passos:

1) Usando o TFA, na decomposi¢ao por primos de
LC =2*.72 uma solucdo é L = C = 28. Qual-

quer outra solugao nao fornece L + C' = 56

2) Tem-se: 28% = LC = L(56 — L) = 56L — L? =
L?2—-2.-280+282=0= L=28¢ C =28.

Desse modo, o maior volume do tanque ocorre
quando P = 57, L = 28 e C' = 28, o que nos da
V = 44688 m?.

O

Problema 6.2. Alan tem uma mania esquisita de for-
mar sequéncias de nameros naturais. Para formar uma
sequéncia, ele comeca escolhendo o primeiro termo e o
termo seguinte é obtido somando-se os digitos do termo

anterior. Por exemplo:

967988 — 47 — 11 — 2

(A) Mostre que, nao importa de qual nimero Alan co-
mece, sua mania sempre o leva & um nimero de

apenas um digito.

(B) Encontre a quantidade de nameros entre 1 e

1.000.000 que chegam no niimero 1.

Solug@o. (A) Sejam x um ntmero natural com n + 1

digitos (n > 2) e S a soma dos digitos de z, isto &,

T=an 10" +a,_1-10""1+ - +a;-10+ ag

S=ap+tar+ax+--+ap.
Além disso,

ap 10" +a,_1-10" 1+ 4+ ay-10
agp
94+94+9+9+...49

ap+ay+as+ ...+ an_1+a,=25.

v v +

Portanto, x > S, o que mostra que cada passo o ni-
mero sempre decresce. Logo, em algum momento sera

um nimero de um digito.

(B) O critério de divisibilidade por 3 diz que se um
ntmero ¢é divisivel por 3 a soma dos seus digitos tam-
bém é, o mesmo critério também é verdade na divisao
por 9. Uma versao ainda mais completa desses critérios
diz mais do que isso: um numero e a soma dos seus
digitos deixam o mesmo resto na divisao por 3 ou por

9. Uma prova rapida desse fato:

-8 = ap 10" +a,_1 10"+
+a1 - 10+ ag
— (ap4+ar+ax+---+ap-—1+an)
= ap-(10"-1)
+ ap_1- (10" —1) +
+a; - (10 —1)

Como 9 | 10" —1 para todo n natural, entdao 9 | z— 5

qualquer que seja o niimero z e sua soma dos digitos S.

Usando esse fato, descobrimos que os ntmeros que
chegam no 1 sao exatamente os que deixam resto 1 na
divisao por 9. Entao para descobrir quantos ntmeros
chegam no 1, precisamos descobrir quantos niimeros en-
tre 1 e 1000000 deixam resto 1 na divisao por 9. A

quantidade é igual a

999999 +1=111112.

Problema 6.3. Vamos estabelecer uma sequéncia de
pares ordenados da forma (n,m) onde n e m sdo na-
meros naturais. Esta sequéncia é construida marcando
no primeiro quadrante do plano cartesiano os pontos
da forma (n,m) onde n,m € N (aqui vamos considerar
que o "zero"ndo é um ntmero natural). A sequéncia é
construida "seguindo a seta'"conforme a figura abaixo.
Vamos indicar por P, o n-ésimo ponto dessa sequén-
cia. Iniciamos esta sequéncia definindo P} = (1,1) e

seguindo a seta conforme a figura abaixo, teremos:

PQ — (251)7 P3:(272)7
Ps = (173)7

Py =(1,2),

e assim sucessivamente.
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Responda os itens abaixo, considerando a sequéncia

estabelecida:

(A) Determine Pr a Pjs.

(B) Determine os nimeros naturais n e m tais que
P, = (6,6) e P,, = (100, 100).

(C) Determine Po2s.

Solugao.  (a) Usando a defini¢do da contagem, tere-

mos:

P o=
Py =

(3? 3)a Py = (372)7 Py = (3a 1)7
(4,1), Py = (4,2), Pra = (4,3).

(b) No quadrado [0, 6] x [0, 6] temos 62 pontos, sendo
Ps> = (1,6) o tdltimo desses pontos segundo a
contagem. Retrocedendo, segundo a seta, 5 lu-
gares desses 62 pontos, obteremos Pg2_5 = (6,6).
Logo, o valor de n que satisfaz P, = (6,6), é
n=6%—5=3l.

O que acontece no quadrado [0, 6] x [0,6] é um
padrao para esta contagem, pois no quadrado
[0, 2] x [0, 2] temos 4 pontos com Py = Py> = (1,2)
e Py2_; = (2,2). No quadrado [0, 3] x [0, 3] temos
9 pontos com Py = P32 = (3,1) e P32_5 = (3,3).
Portanto, em geral teremos Pp2_(,_1) = (n,n).
Assim, o valor de n que satisfaz P,, = (100, 100)
én = 100% — 99 = 9901.

(c) Note que 2023 < 452 = 2025. Logo, o ponto
corresponde a Pspo3 estd dentro do quadrado
[0,45] x [0, 45]. Pela defini¢ao da contagem, temos
Py = (1,2), P2 = (3,1), P;2 = (1,4). Deduzi-

mos aqui outro padrao para a contagem:

se n é par, P2 =

esen éimpar, P2 =

Sendo n = 45 fmpar e 2023 = 452 — 2, teremos
P52 = (45,1) e, contando dois lugares a menos
"seguindo a seta", Pypo3 = (45, 3).

O

Problema 6.4. Joao e Pedro entram numa sala de aula
e encontram o nimero 111 escrito na lousa. Entao, eles
decidem jogar um jogo onde cada um deles escreve, um
ap6s o outro, um numero natural na lousa partindo do
nimero 111 que ja esta escrito, de acordo com as se-
guintes regras: deve comecar com o digito que o ante-
rior terminou, deve ser maior que o anterior, e deve ser
menor que 1000.

Perde o jogo quem jogar um niimero depois do qual
nao é possivel prosseguir.

Exemplo: Se num jogo os nimeros jogados sao 113
e 333, 356 e 672, entao o segundo jogador perde o jogo,
pois, nao existe niimero menor que 1000 e maior que
672 que comece em 2.

Mostre que existe uma estratégia em que o primeiro

jogador sempre venga.

Solugdo. Algumas informagdes que norteiam as joga-

das:

1. O jogador que jogar 999 perde, uma vez que esse
numero encerra o jogo. Assim, uma estratégia

seria forcar o outro jogador a jogar tal ntmero;

2. Quem jogar 989 ganha, pois, o outro jogador te-
ria que jogar um namero de 3 digitos que comece
em 9 e que seja maior do que 989, ou seja, um
dos nimeros 990, 991, 992, 993,994, 995, 997,998
ou 999. Note que em qualquer um desses caso ele

perde.

3. Se um jogador jogar um numero que termine em
9, a nao ser que o numero seja 989, ele perde.
Isso porque, nesse caso, ou ele encerra o jogo ou

o outro pode jogar 989.
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Portanto a estratégia para que o primeiro jogador venca

é:
e O primeiro jogador comega jogando 191;

e Se o segundo jogador jogar um numero que nao
termine em 9, entao o primeiro jogador pode jo-
gar um numero da forma n9n com n > 1. Do

contrario ele joga 989.

De fato, essa estratégia leva a vitoria, uma vez que se
o nimero escrito no quadro é da forma n9n, o proximo
tem que ser da forma n9(n+1), onde i > 0. Desse modo,
o primeiro jogador pode sempre jogar da forma descrita
na estratégia e o segundo vai ter que jogar em algum
momento um nimero que termine em 9 perdendo assim
0 jogo.

O]

Problema 6.5. Chico aprendeu com seu pai Renato,
que a curvatura de uma circunferéncia é definida por
K = I onde R é o raio da circunferéncia e que por
este motivo, nao se percebe a curvatura da terra olhando
para o horizonte em uma praia, pois seu raio é de aproxi-
madamente 6371 km. Apo6s uma aula sobre grandezas
e medidas, Chico resolveu criar a unidade de medida
“Pm” a partir da medida do pé de sua mae Taciana.
Esta pediu a Chico para pegar um par de argolas em seu
porta joias que possui o formato de cilindro reto de base
circular. Ao retirar a tampa do porta joias, Chico per-

cebeu que em seu fundo tinha uma argola em formato

de circunferéncia com raio ng, um par de argolas
, . . 1

também em formato de circunferéncia com raio — Pm

e um anel, de forma que as argolas de raio — Pm eram

tangentes entre si e tangentes a argola de raio £ Pm,
o anel era tangente as duas argolas menores e a parede
lateral do porta joias era tangente a todas as argolas
e ao anel. Considerando que todas as argolas e o anel
estao apoiados no mesmo plano, Chico entao percebeu
que apenas com estas informacoes, era possivel deter-
minar a curvatura da circunferéncia da base do cilindro

e a curvatura do anel. Quais os valores encontrados por

Chico?

Solucao. A situacao é representada pela figura abaixo.

Seja Cjs a circunferéncia maior que define a base
do porta joias, R seu raio e P o seu centro. Seja Cj a
circunferéncia que define a argola de raio = com cen-
tro A, C4 a circunferéncia localizada acima da reta AP
com centro B, C§ a circunferéncia localizada abaixo
da reta AP e T o ponto de tangéncia entre C’é e 082'
Agora observe que o triangulo PBT é retangulo. Logo,

1 1
PB=R- 3 e BT = 3 Assim, pelo teorema de Pita-

goras,
1\2 1\2 R

PT = — ) —(2) =4/R2 -2,
J(a-2) - (3) = -

Agora observe que o triangulo ABT também é retan-

1 1
gulo. Logo como AB = 5 + 3’ AT = AP + PT =

1 R 1
R_5+ R2—ZeBT:§,temos
11 S
5 8 B

Logo,

3 1 R
— = N 2 _ ~
10 R 5+\/R 4>:>
1 R
Z — 2~
5 R R 4:>
1 R
1
R = -.
3
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e consequentemente

oA -

Agora seja C), a circunferéncia que define o anel, G

0 seu centro e r o seu raio. Observe que o tridngulo

1 1

BTG também é retangulo, BG = 3 +r, BT = 3
1 1 1

TG = 5" pois, R = 3 PT = 5 © PT+TG+r=R.

Assim, novamente pelo teorema de Pitdgoras,

() = () +G)

e

., ryr_1
4 3 36
1
e = —.
T

Desta forma, a curvatura de C'ys é kj; = 3 e a curvatura
de C), € k,,, =21
O

7. Problemas

Convidamos o leitor a responder alguns problemas.
Divirtam-se!!!

Enviem as solugoes dos problemas propostos para o
e-mail: ematematicaoxente @gmail. com

Para que apreciemos sua solugao e o seu nome apa-
reca entre os solucionadores de questoes, o envio do
arquivo (.tex), no modelo disponivel no site, deve ser
realizado até 30/05/2025.

Problema 1 (OBMEP - 2018). Qual é o maior valor
possivel para o maximo divisor comum de dois ntimeros

naturais cujo produto é 60007

e) 60

Problema 2 (OMAPE-2024). Determine todas as fun-

¢oes f : R — R que satisfazem a equacao funcional:

4f(x)f(y) = 6f(x +y) + 9xy.

Problema 3. (XXXVIII Olimpiada Cearense de Ma-
tematica) Seja ABC um triangulo equilatero com lados
de comprimento igual a 3 e seja D o ponto sobre o lado
BC tal que o comprimento do segmento C'D vale 1. Se-
jam M o ponto médio do segmento AD e I' o circulo de
centro M e tangente ao segmento AC. Se E é o ponto
sobre o segmento AB tal que DFE tangencia I, calcule

o comprimento de BE. Justifique sua resposta.

8. Solucgoes dos Problemas

Nesta edicao apresentamos as solugoes dos proble-
mas propostos da publicagao vol. 1, n. 32, setembro
de 2024.

Problema 1. (Olimpiada Titas da Matematica, 2023)
Sejam n,p,q € N com p e ¢ primos. Quantas solugoes

tem a equagao

n=+4pqg+17

Solucdo. 8 Vamos separar a demonstracdo em dois ca-
S0s.

Caso 1: n é par.

Neste caso, podemos escrevé-lo da forma n = 2k,
com k € N.

Fazendo a substituicao na equagio 2k = /4pq + 1

e elevando ao quadrado, temos
4k = dpg+ 1 < 4k* —4pg = 1,

chegando num absurdo, pois o lado esquerdo da equa-
¢ao acima é miltiplo de 4 e ao lado direito temos 1. Isso
implicaria que 4 | 1 nos naturais.

Caso 2: n é impar.

Por hipétese, podemos escrevé-lo como n = 2k + 1,
com k € NU {0}. Substituindo novamente na equagao

original:
2k +1=+/4pg+ 1= 4k> + 4k +1 = 4pg + 1.

Assim, podemos eliminar o 1 e dividir a equagao por 4,

8 As solucoes dos problemas 1 e 3 foram enviadas pelo leitor Amaro J. O. Filho. Agradecemos pela interacio, mas por
questao de completeza optamos por apresentar a solugdo do Comité Editorial.

O Jornal de Matematica Olimpica - UFRPE

ISSN 2526-8651


mailto:ematematicaoxente@gmail.com

obtendo:
k> +k=pqe k(k+1)=pq. (2)

Para continuar com a demonstragao, precisamos uti-
lizar um resultado de aritmética chamado Lema de

Gauss:

Lema 8.1. Sejam a,b,p € N, com p primo. Sep|a-b

entao p | a oup | b.

Da equagao (2) e do lema de Gauss temos que p | k
oup|k+1.
Subcaso 1: p | k.

Da definicao de divisao, existe [ € N tal que k = p-1.
Substituindo em (2):

plpl+1)=pg=1-(pl +1) =q. (3)

Como ¢ também é um primo, a tnica maneira de
um primo ser escrito como produto de dois naturais é
quando um deles é 1.

Vemos da equagao (3) acima que podemos ter [ = 1
e assim p + 1 = ¢, cuja Unica forma de dois primos ter
como diferencga 1, é se ¢ = 3 e p = 2. KEncontrando
assim a primeira solucao.

Se pl +1 =1, terfamos [ = 0, o que implicaria em
q = 0, gerando um absurdo.

Subcaso 2: p | k + 1.

Logo, existe um [ € N tal que
k+1l=plsk=pl—1.

Substituindo na equagdo (2) e fazendo as mesma

simplifica¢Ges do subcaso anterior, chegamos a

o que nos da segunda solugdo, g =2 e p = 3.

Portanto temos duas solugoes e a resposta correta é
o item (b). O

Problema 2 (XXXVII Olimpiada de Matemaética da
UNICAMP - 2021). Uma jornalista encontrou docu-
mentos de uma empresa de produtos quimicos com in-
formagoes detalhadas sobre a aplicagao de dois testes
de contaminagao feitos em todos seus funcionarios, um

para a Substancia A e outro para a Substancia B. Os

documentos eram antigos e por isso pouca informagao
estava legivel. O resultado de cada teste é dito Falso
Positivo quando fornece o resultado positivo para a pre-
senca da substancia, mas a substincia nao esta de fato
presente no corpo da pessoa testada, ou seja, é ape-
nas um erro. Da mesma forma, o resultado do teste é
dito Falso Negativo quando fornece o resultado negativo
para a presenca da substancia, porém a substancia es-
tava presente no corpo da pessoa testada. A jornalista

conseguiu também descobrir as seguintes informagoes:

e 70 funcionéarios receberam o resultado Falso Po-

sitivo para a substancia A;

e 273 funcionérios tiveram resultado Negativo para
a substancia A e de fato ndo estavam contamina-

dos com esta substancia;

e 5% de todos os testes que resultaram positivo
para a Substancia A eram, na verdade, Falsos Po-

sitivos (ou seja, 5% destes estavam errados);

e 176 funcionarios tiveram resultado Falso Negativo

para a substéncia B;

e 528 funcionérios tiveram resultado Negativo para
a substancia B e de fato ndo estavam contamina-

dos com esta substancia;

e 5% de todos os testes que resultaram positivo
para a Substancia B eram, na verdade, Falsos

Positivos (ou seja, 5% destes estavam errados);

e a porcentagem de Falsos Negativos nos resultados
negativos da substancia A era igual a porcenta-
gem de Falsos Negativos nos resultados negativos

da substancia B.

Determine a quantidade de funcionarios cujo resul-
tado foi positivo para a presenca da substincia B mas
que, na verdade nao estavam contaminados por esta

substancia.

Solucao. Queremos determinar o nimero de funcio-
nérios que tiveram o resultado Falso Positivo para a
substancia B.

Inicialmente, vamos descobrir a quantidade total de
resultados positivos e negativos para a substancia A.

Consideraremos que: Positivos de A = Falsos Posi-
tivos de A + Positivos Reais de A e Negativos de A =
Falsos Negativos de A + Negativos Reais de A.
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Sabemos que 70 resultados foram Falso Positivo
para a substancia A e que esta quantidade representa
5% dos resultados positivos para a substancia A. Logo,

se = for a quantidade total de resultados positivos de A,

5.1
—= = 1400.
100 70 = x 00

Sabemos também que a porcentagem de Falsos Negati-
vos da substincia B dentro dos resultados negativos é
dada por:

Falsos Negativos de B Falsos Negativos de B

Resultados Negativos de B Negativos Reais de B+Falsos Negativos de B

176 176 1
=— = — = — =25%.
528 + 176 704 4

S6 que esta porcentagem é a mesma para 0 caso
da substancia A, entao 25% dos resultados negati-
vos de A também sao falsos negativos. Denotando
por y a quantidade de resultados Falsos Negativos
para a substancia A, temos:

1 Falsos Negativos de A y

4 Falsos Negativos de A+Negativos Reais de A - y+273
=4y =y + 273 = y =91.

Portanto, a quantidade de resultados Falsos Ne-
gativos para a substancia A é 91. Com isso, conclui-
mos que a quantidade de funcionarios que tiveram
o resultado negativo para a substancia A é:

Falsos Negativos de A + Negativos Reais de A
= 91 + 273 = 364 resultados negativos de A.

Além disso, temos: Total de funcionarios = Re-
sultados positivos de A + Resultados negativos de
A = 1400 + 364 = 1764.

Dos 1764 funcionarios, sabemos que 176+ 528 =
704 tiveram resultado negativo para a substancia B.
Desse modo, 1764 — 704 = 1060 ¢ a quantidade de
funcionérios que tiveram o resultado positivo para
a substancia B. Como 5% desta quantidade é, na

verdade, de Falsos Positivos, concluimos que

)
—.1060 = 53
100 ’

representa o ntimero de Falsos Positivos para a subs-
tancia B.

A quantidade cujo resultado foi positivo para a
presenca da substancia B, mas na verdade nao esta-
vam contaminados por esta substancia, isto é, eram
Falsos Positivos, é de 53 funcionarios.

m

Problema 3 (OBMEP 2022). Ana, Claudia, Joaquim,
Pedro e Fabiana se esconderam durante uma brinca-

deira. Nessa brincadeira,

e havia exatamente duas criancas na casa da &r-

vore;

e Pedro, que nasceu em Sao Paulo, se escondeu

junto com Fabiana;
e uma menina se escondeu sozinha;
e Ana nao estava sozinha em seu esconderijo;

e 0 menino pernambucano estava na casa da arvore.
Quem estava na casa da arvore?

a) Pedro e Fabiana;
b) Joaquim e Claudia;
¢) Ana e Joaquim;

d) Pedro e Ana;

e) Claudia e Fabiana.

Solucao. Temos trés meninas: Ana, Claudia e Fabiana,

e dois meninos: Joaquim e Pedro e as condicoes:

I) havia exatamente duas criangas na casa da ar-

VOre;

II) Pedro, que nasceu em Sao Paulo, se escondeu

junto com Fabiana;
III) uma menina se escondeu sozinha,
IV) Ana nao estava sozinha em seu esconderijo;

V) o menino pernambucano estava na casa da arvore.

De acordo com a afirmagao I1T), Pedro nasceu em
Sao Paulo e, de acordo com a afirmagao V), o menino
pernambucano estava na casa da arvore. Portanto, Jo-
aquim estava na casa da arvore.

Como Pedro e Fabiana se esconderam juntos, e como
Joaquim estava na casa da arvore, Pedro e Fabiana nao
podiam estar na casa da arvore, pois, nesse caso, teria-
mos trés criangas na casa da arvore, o que contraria a
afirmacao I). A outra crianga na casa da arvore deve ser
ou Ana ou Claudia.

Como uma menina se escondeu sozinha (afirmacao
IIT) e Ana nao estava sozinha (afirmacao IV), Ana es-
tava na casa da arvore e Claudia, sozinha.

Concluimos que Ana e Joaquim estavam escondidos

na casa da arvore, alternativa c). O
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