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Editorial

Caros Leitores,

E com satisfacdo que estamos lhes apresentando
a segunda edi¢ao do “Oxente” no ano de 2024. O
jornal chega até vocés com 6timos conteidos, além
de muita energia e dedicagao a um projeto que, pelo
eco advindo das visualizacoes, nos estimula sempre
mais.

A presente edigao traz na secao artigo um tra-
balho intitulado Integrais Olimpicas, voltado para
as olimpiadas universitarias, de autoria dos profes-
sores Carlos Gomes e lesus Diniz, da Universidade
Federal do Rio Grande do Norte.

A secao curiosidade traz a contribuicao do pro-
fessor Gabriel Aratijo Guedes, do Departamento de
Matematica da Universidade Federal Rural de Per-
nambuco, abordando a Olimpiada Titas da Mate-
mética, com inscri¢coes abertas pelo site www.tita
sdamatematica.com.br. Esta olimpiada tem ca-
racteristicas especiais porque propicia aos inscritos
um suporte diferenciado nos estudos durante o pe-
riodo preparatorio.

A indicagao de filme apresenta “O preco do De-
safio”, sugestao da aluna Roberta Elaine Domingos
de Aratjo, do Curso de Licenciatura em Matema-
tica da Universidade Federal Rural de Pernambuco.
Baseado em fatos reais, aborda as dificuldades e as
vitorias de um professor de mateméatica num con-
texto desafiador em relagao ao ensino da disciplina.

A secao Quem pergunta, quer saber! escla-

rece que nao podemos confundir func¢ao linear com

aquela cujo grafico é uma “linha reta’”.

Finalizamos a edicao com Problemas Propostos,
solugoes de questoes da Olimpiada Pernambucana
de Matemdtica (OPEMAT) 2022, segunda fase, ni-
vel 2 e com informes acerca de alguns eventos pro-
gramados para 2024.

Nao podemos finalizar o editorial sem agradecer
a cada leitor que prestigia nosso trabalho, desejando

um proveitoso encontro com nosso jornal.
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1. Artigo

Integrais Olimpicas

Carlos A. Gomes e Iesus C. Diniz

UFRN - Universidade Federal do Rio Grande do Norte
DMAT - Departamento de Matemaética

Campus Universitario - Natal/RN - Lagoa Nova - Brasil

Introducao

Por volta do século V a.C. o problema de se
determinar quadraturas, areas de circulos e lunas,
intrigava os geometras, sendo atribuido a Hipdcra-
tes de Chios (470 — 410) a.C. o calculo das pri-
meiras quadraturas da histéria. Antifon de Atenas
(480 — 411) a.C. tentou encontrar a area do circulo
através de uma sequéncia de poligonos regulares ins-
critos [3] enquanto Brison de Heracles (450 — 380)
a.C. considerou poligonos regulares inscritos e cir-
cunscritos [3], apesar de em ambas situagoes haver o
problema de uma soma de infinitas parcelas, isso foi
uma ideia genial para o desenvolvimento do Método
da Ezaustao por Eudoxo de Cnido (408 —355) a.C.,
mas foi Arquimedes de Siracusa (287—212) a.C. que
a partir de tal método conseguiu resultados como a
razao entre o volume e superficie de uma esfera ins-
crita num cilindro, volume de uma cunha cortada
de um cilindro circular reto por dois planos e vo-
lume comum a dois cilindros circulares retos iguais
que se cortam em angulo reto e apresentou o pri-
meiro resultado conhecido para uma aproximagao
do ntimero 7w ao comparar 2w com os perimetros
de dois poligonos de 96 lados um inscrito e outro
circunscrito a uma circunferéncia de raio 1.

Somente em fins do século XV I e durante o sé-
culo XV II que varios matematicos a partir de seus
estudos em mecanica, gravitacao, estudo dos movi-
mentos, Optica e geometria deram significativas con-
tribui¢oes ao desenvolvimento do célculo. Pode-se
citar Johann Kepler (1571 — 1630), René Descartes
(1596 — 1650), Bonaventura Cavalieri (1598 —1647),
Pierre de Fermat (1601 — 1665), Evangelista Torri-
celli (1608—1647), Blaise Pascal (1623—1662), John

Wallis (1616 — 1703), Isaac Barrow (1630 — 1677),
Johann Bernoulli (1667 — 1748) e Jacques Bernoulli
(1654 — 1705), entretanto coube a Isaac Newton
(1642 — 1727) e Gottfried Leibniz (1646 — 1716), de
maneira independente, compilarem e desenvolverem
os resultados ja conhecidos até entao. Newton apre-
sentou os resultados anteriormente a Leibniz, mas
a notacao definida por Leibniz é a usada até hoje e
de uso bem mais oportuno que a de Newton.

Um dos principais resultados da matematica é o
Teorema Fundamental do Cdlculo, produto de uma
construcao coletiva de conhecimentos desenvolvidos
por grandes matematicos e certamente algumas das
mentes mais brilhantes de todos os tempos da hu-
manidade. O Teorema Fundamental do Calculo
permite fazer a “ligacao” entre o Cdlculo Diferencial
e o Cdlculo Integral, aquele tendo surgido pela mo-
tivagao em determinar retas tangentes a uma curva
num ponto e taxas de variagao instantaneas, en-
quanto este estava relacionado ao problema do cal-
culo de areas e volumes.

Neste artigo apresentamos na secao 1 algu-
mas desigualdades classicas envolvendo integrais, os
principais resultados da integracao e solugoes de
Por

fim na secao 1 sao propostos diversos problemas

problemas olimpicos envolvendo integracao.

olimpicos.

Desenvolvimento

O processo de integracao é deveras mais compli-
cado que o de diferenciagao, enquanto se pode deri-
var a maior parte das funcoes utilizando-se a Regra
da Cadeia, no caso de encontrarmos uma primitiva
de uma funcao necessitamos de algumas técnicas de
integracao, propriedades e muitas vezes uma com-
ponente de criatividade. Nessa secao apresentare-
mos os principais resultados (veja [1] [6] [7] [7]) e
as mais conhecidas desigualdades envolvendo a In-
tegral de Riemann, além de exemplos olimpicos em

que esses topicos sao utilizados.

Definicao 1.1 (Soma Riemann). Uma soma Ri-

emann de uma funcao f relativa a uma particao
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7) = {CL =20, L1y 3y Li—1,Ljy...,Typ = b} dO inter-
valo [a,b] e os pontos z} € [z,_1,2], i € {1,...,n}

com Az; := x; — x;_1 é definida por

n

S fa) A, (1)

=1

Defini¢ao 1.2 (Integral Definida). Uma fungao f
¢ dita Riemann Integravel num intervalo [a,b] se
para qualquer particao P desse intervalo tivermos

que existe

1113L>(11Ar£1 —0 Z f A:UZ

E indicamos por

/abf(x)dx = mathrgﬁto

VAZ;.

Teorema 1.1 (Teorema do Valor Intermediario).

Se fla) < d < f(b),
entdo existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = d.

Seja f continua em |a,b].

Teorema 1.2 (Teorema do Valor Médio para Inte-
grais). Se f for uma fungao continua num intervalo

[a,b], entao existe um ponto ¢ € [a,b] tal que

/f

Demonstragao:

f(e)(b—a).

Desde que f é continua em
um intervalo fechado [a,b], o Teorema de Weiers-
trass, veja 5], nos garante que existe m, M € R tal
que m < f(x) < M, Vz € [a,b]. Assim,

b b b
/mdxg/ f(x)dxg/ Mdx =

m(b— a) < / f@)de < M(b—a) =

b
/f(x)dx
m<fe <M
b—a

Desde que f é continua em [a, b], o Teorema 1.1 nos

garante que Jc € [a, b] tal que

/f ﬁ/f

Teorema 1.3 (Teorema Fundamental do Célculo -

f(©)(b—a).

Versao 1). Sejam f : I — R uma fungdo continua

eVa,x €1
=fﬂwa 2)

entdao F € derivdvel em x com F'(z) = f(x).

Demonstracao: Da definicao de F dada

em (2) e do Teorema 1.2 segue-se que para h # 0

P(a) /am (t)dt — / ")t
h

(t)dt — / o

€ [z,x + h).

P

x+h)—
h
) /aa: feit+ /:+h
/w—i-h s
= Jz -

Desde que f é continua em = e ¢ € [,z + h]

tem-se que lim f(c) =
h—0
com F'(z) = f(x) pois

F(z)

f(z). Assim, existe F' em z

lim

h—0

= lim f(c) =

h—0

F(x+h)—
) (o).

Teorema 1.4 (Teorema Fundamental do Célculo
- Versao 2). Seja f : [a,b] — R uma fungao conti-
nua. Se F': [a,b] — R € tal que F'(z) = f(x), Va €

(a,b), entdo

[ swie = ro) -

Demonstragao:

F(a).

Seja uma parti¢ao

P ={a=xg,11,... ,x, = b}

y Li—1y Ly e - -
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do intervalo [a, b] em que Ax; := z; — x;_1 é 0 com-

primento do ¢-ésimo subintervalo. Tem-se que

F(b) — F(a) = [F(zy) — F(a)] + [F(z3) — F(z)] + ...
o+ [Fzy) = F(z)] + .. [F(b) — F(x,1)] =
= [F(x;) = F(xi-1)].

Desde que F' é continua em [a,b] e derivavel em
(a,b), segue-se paratodoi € {1,...,n} que F é con-
tinua em [z;_1, ;] e derivavel em (x;_1, z;). Do Teo-
rema do Valor Médio aplicado a cada um dos subin-
tervalos tem-se que F'(z;) — F(x;_1) = F'(¢;)Az; =

fle)Ax;, ¢; € (x5-1,x;). Assim,

ﬂm—mezzjmm) (zi-1)]

Tomando o limite quando o maior dos subinterva-
los da partigdo (norma da parti¢ao) tende a zero,

segue-se que

lim [F(b) — F(a)]= lim HOZ fle)Az;.  (3)

max Ax; —0 max Ax;

O primeiro membro de (3) independe de max Az; e
¢ portanto constante. O termo & direita em (3) ¢é
uma soma Riemann da func¢ao f relativa aos pon-
tos ¢; da particao P, ou seja, a integral definida da

fungao f no intervalo [a, b].

Observagao 1.1. O limite dado em (3) independe
da particao escolhida, sendo suficiente que a norma
da particao tenda a zero. De fato, o Teorema do Va-
lor Médio sempre garante a existéncia de um ponto
& no interior do i-ésimo subintervalo da particao tal
que F(z;) — F(z;1) = F'(&)Ax; = f(&)Ax;.
Teorema 1.5 (Teorema Fundamental do Calculo -
Versao 3). Sejam f,g,h : I — R fungées diferen-
ciavets, entao

d /h(x)
— ft)dt =
L Jg(x)

f(h(z)h (x) = f(g(x))g'(x).

Zf c;)Ax;.

Demonstragao:

h(z) a h(z)
/ f@ﬁ:/tmm+ F(#)dt
g(x) g(x) a
9(x)

:_L f@ﬁ+Lmv@ﬁ

Assim, derivando em relacao a x tem-se que

d/hmf()d
all Hdt =
Az J o(x)

h()
/) (@) ﬁ+—— Ft)dt

Seja a € I, entao

d ") d ([ du
% g(z) f(t)dt - —@ </a f(t)dt) %
d v dv

—|—% (/a f(t)dt) I

Do Teorema 1.3 juntamente com a regra da ca-

deia com u = g(x) e v = h(x) segue-se que

—fwu' + fv)'
= f(h(x))l (z) = f(g(x))g(x).

g(x)

Teorema 1.6 (Integragao por Partes). Se f,g :

[a,b] = R tém derivadas continuas, entao

[ e =

[£(0)g(b) — f(a)g(a)]

- [ ot

Demonstracao: Derivando o produto das fun-
¢oes f e g em x e depois integrando ambos os lados

tem-se que

(f(2)g(x))" = f'(x)g(z) + f(x)g'(x).
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Logo

/Xﬂ@m@ﬁmijfumww+ﬂwyu»m,

e desde que as funcoes f'g e fg’' sado integraveis, a
integral da soma dessas fungoes é a soma das inte-

grais das fungoes. Assim,

/abf(x)gl(x)dx = /ab(f(x)g(x))’dx — /ab F(x)g(z)dz.

Desde que f(x)g(x) + k é uma primitiva de

(f(x)g(x))’, do Teorema 1.4 segue-se o resultado.

Teorema 1.7 (Integracao por Substitui¢ao). Sejam
f uma fungao continua, g € C* (a derivada de g é

continua) e F' uma primitiva de f, entao

/ flg(x)g (x)dz = F(g(x)) + k.

Demonstragao: Desde que a composicao e o
produto de fungoes continuas ainda é uma fungao
continua, tem-se que (fog).¢g’ é continua em z. Ade-
mais, desde que F' é uma primitiva de f, tem-se via
regra da cadeia que [F(g(z))]" = F'(g9(x))d'(z) =
f(g(z))d (x), portanto, F(g(z)) é uma primitiva de
f(g(z))d'(x) e o resultado segue.

Teorema 1.8 (Mudanga de variaveis na integral
definida). Sejam f : [a,b] — R uma fun¢ao con-
tinua, g : [c,d] — R com ¢ continua em [c,d] e

g([e,d]) C [a,b]. Nessas condigoes
b d
[ 1@ = [ stateng o

Demonstragao: Desde que f é uma funcao
continua em [a, b], entdao pelo Teorema 1.3 f admite
uma primitiva F' em [a, b], ademais note que H (t) :=
F(g(t)) é uma primitiva de f(g(t))g'(t) para todo
t € [c,d], pois H'(t) = F'(g(t))g'(t) = f(g(t))g'(2).

Assim, pelo Teorema 1.4 segue-se que

= F(b) — F(a)
b
= / f(x)dx.
Defini¢ao 1.3 (Integral Impropria). Se f é uma

fungao integravel em R = (—o00, +00), entao define-

se para todo ¢ € R a integral impropria

a——00 a

/OO f(z)dz = lim cf(x)dx + blim /b f(z)dz.

Analogamente, se f é integravel em [a,00) ou
(—o00,b] definem-se, respectivamente, as integrais

improprias de f como

o0 b
/ f(z)dr = bli_{n f(x)dz e

/_ f(z)dz = lim f(z)dz.

a——00 a

A seguir mostramos algumas das principais de-
sigualdades envolvendo a integral de Riemann que
sao amplamente usadas em problemas das mais va-

riadas areas da matematica.

Lema 1.9 (Médias geométrica e aritmética ponde-

radas). Sejam r1,79 >0 €0 <t < 1, entdo
(Tl)t(rg)lit S t?"l -+ (1 — t)TQ. (4)
Demonstragao: A fungao f(x) = Inz é con-
cava, i.e., se tomarmos dois valores quaisquer em
seu dominio, 1 e ry, entao a média ponderada de

suas imagens é menor ou igual ao logaritmo natural

de sua média ponderada.

Assim, tlnr; + (1 —t) Inry <In(try + (1 —t)rg)

e desde que a funcao f(x) = e* é crescente em z,
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tem-se que

etlnr1+(1—t)lnr2 < eln(trl—i—(l—t)rg)7 ou seja,

(61nr1) ( lnrz)(l t) <tr,+ (1
(r)f(r) < tr + (1

)7"2 =
- t)?"g.

Teorema 1.10 (Desigualdade de Young). Sejam
1 1

p,q>1com —+—=1. Sea,b>0, entao
p

q
1 1
ab < —a? + =17 (5)
p q
Demonstracao: Segue-se diretamente de (4)

tomandot— (1—t)——r1—aper2—bq

Teorema 1.11 (Desigualdade de Hélder). Se p,q >

1 sao numeros reais tais que %—I— % =1ef,g:

1
la,b] — R sao fung:ées tais que (fab ]f(q:)|p)p < 00

e ()1f G

) < 00, entao

/ G
(f |f<x>|pdm)” (f \g<x>|qu);

Demonstracgao:

x)|dx <

Sejam p e g como definidos
no Teorema 1.10 e na equagao (5) considere A e B,

respectivamente, em lugar de a e b dados por

A= ‘f($)| Coe B— |g(:c)| .
(ff f (:c)|Pd:c) ’ ( I g(a:)|‘1dx) ’
Segue-se entao que
|f(z)g(z)]

<

1

(17 @de) (J2 lg(a)lodz)”

U f@F 1 Jg(@)f

W b + b :
P f@Pdr [ lg()|de

Integrando em relagao a variavel x ambos os ter-

mos da tltima inequacgao resulta que

/ f(2)g(a)lde )

(s rf<x>rm)‘° (fa jg(a)ledz)"
L @Pdr | 1 f) |g()|de
PN @) dr )7 |g(o) [ de

E desde que % + % = 1 o resultado segue, pois

/ F(2)g(2)|ds )

1 1
A
b p q
(S 1)) (fa l9()|udz )
Teorema 1.12 (Desigualdade de Cauchy-S-

chwarz). Se f, g : [a,b] — R sao fungoes integrdveis,

entao
b 2 b b
([ 1) < [P [ ¢
Demonstracao: Considere o polinémio qua-

dratico P(\) — / "(F@) + Agla))de.
(f(z) + Ag(x))? Za(), segue que P(\) > 0. Por
outro lado,

Como

P(\) = / (f(2) + Ag(a))de
b
- / [((F@)? + 20 f(@)g(x) + X(g(x))?] da

_ (/ab(g(x))Qd:v) N+ (2 /abf(x)g(a:)da:> e
+ (/ab(f(x))de> .

Portanto,

b
P(\) = a)®> + b\ +c, onde a = / (g(x))?dw,

b_2/ f(x dxec—/ab(f(x))de.

Por fim, sabemos que um polinémio quadréa-
tico com (a > 0) ¢ ndo negativo se, e somente se,
A = b? — 4ac < 0. Entao,

b —dac <0< b < dac =
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g bf(sv)g(x)dx)z <
1( [y ([vre) «

o bf(fv)g(:r)d:r>2 <
1( [ ([re) «

[ ey

(/ b(g(ac»%zsc)é ([ wera)

Além disso, note que a igualdade ocorre se, e

<
1

somente se, b> — 4ac = 0. Nesse caso, o polindmio
P(\) possui uma tnica raiz real, isto é, existe um

tnico namero real \g tal que P(\g) = 0, ou seja,

0= P(\) = / (f(2) + hog(x))2de &

(f(z) + Mog(x))? =0 & f(z) = —Aog(z),

ou seja, a igualdade ocorre se, e somente se, as fun-
¢oes f e g sao multiplos escalares, isto €, existe uma

constante real k tal que f =k -g.

Observagao 1.2. A desigualdade de Cauchy-
Schwarz é um caso particular da desigualdade de
Holder quando p = ¢ = 2.

Teorema 1.13 (Desigualdade de Minkowski). Se
fyg : [a,b] = R sao fungoes continuas e p > 1,
entao

(/ i) + g<x>|pdx); <
(/ b \f(x)\pdx); v b rg<x>\pdx)’l’ .

Demonstracgao: Inicialmente note as seguin-

tes equivaléncias para p e g como definidos anteri-

ormente

[f(2) + g(2)P = |f(z) + g(@)l|f(2) + g(=) P,

segue-se que

[ 1@+ g(oypds -

- / (@) + 9@ f(@) + gla) P d.

Desde que |f(z)+g(z)| < |f(x)|+|g(x)|, resulta
que

[ 1@+ g@pds < [ 17@)15@) + o) e

b
= [ @I + g

Aplicando a Desigualdade Hélder (Teo-

rema 1.11) a cada uma das integrais no lado direito

da desigualdade acima segue-se que

b
/ @1 (@) + gla) P da <

1

(/ b |f(fc)|”dx); (/ V) + o)tz )

(7)

/ab 9|1 () + g@)da <
( / b rg<a:>\de); ( / 1) + g<x>|<p1>qu); |
®)

Desde que (p—1)g = p, colocando-se em evidén-
cia o termo comum a cada uma das desigualdades
dadas em (7) e (8) tem-se que
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/ @) + gl < ( / V) + g<x>|<p-”qu); x

>< [( / b rf<w>rpdx)’l’ +(/ b 9(o)e ;] .

Multiplicando ambos os lados da desigualdade
1

acima por (f; |f(z) +g(a:)|pd:v) " acarreta o re-
sultado, pois

(/ Flw) + g(x)|pd3:> < / @) +g($)|pdx); )
(lﬂf@%+¢@W¢0Lﬁ__(lﬂf@y+“@wm»;

Teorema 1.14 (Desigualdade de Chebyshev). Se

fyg : [a,b] = R sdo fungoes crescentes integraveis,

entao

v-a) | ' f@)ga)ds > (/ bf(w)dw) (/ bg(w)das) .

Teorema 1.15 (Cauchy-Frullani). [9] Seja f
(0,00) — R tal que lim, o f(x) e lim, o+ f(x)
existem, entao Ya,b € R com a.b > 0 tem-se que

(12100 ) 3)

Apresentaremos as solugoes de problemas olim-

[ A,

picos em que sao usados os resultados anteriormente

descritos.

Problema 1.1 (OBMU-2019). Mostre que

2 x -1 2 2
/e(x )d :1‘4—6
1

r=In :
z(x + €e%) 24 2e

Solucao: Calculemos uma primitiva para a
funcao dada e depois utilizemos o Teorema Fun-
damental do Calculo (Teorema 1.4) para obtermos

a integral definida pedida.

., x
Fazendo a mudanga de variavel u = 1+<-, segue-

se que du = e (% — ?12) dx, e portanto,

Assim, do Teorema 1.4 tem-se que

T

1+ + k.

€
T

2

1+%——mu+d

2 x _
/‘3@—ihx:m
1

x(x + e*)

2+ e?
24 2|’

=In

Problema 1.2 (OBMU-2005). Calcule
I= /4 In(1 + tan(z))dz.
0

Solugao: Seja a mudanga de variavel t = 7 —x

com dt = —dx na integral Z, tem-se

A

/0 : In(1 + tan(z))dz

[ (1t (5 1))
:/Ozln <1+1;E—i28) dt

- /OW (1 )

_ / (In2 — In(1 + tan(t))) d¢

I

_ / In2dt — / In(1 + tan(t))dt.
0 0

Assim, desde que a ultima integral vale Z, tem-se

que
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21:/4
0

Problema 1.3 (OBMU-2010). Calcule

In2dt = T = glnz

J = /0 (sen(x) + cos(z)) cos(az)dm

Solucao: Note inicialmente que podemos es-

crever

1 j—
(sen(z) + cos(z)) cos(x)

1
cos?(z) (1 + Sen(x))
sec?(x)

Nt tan(x)

Assim,

sec?
d :
J = / 1 + tan o

Utilizando a técnica de integracao por partes
em J,

sec(z)
1+tan(z)

(Teorema 1.6) com u = x e dv =

segue-se que

Jus

7 = [eIn(1 + tan(2))f — /

0

In(1 + tan(x))dz.

Assim, da integral definida do Problema 1.2

segue-se que

7Tln(?) T2 ="mae.

J=7 ) )

Problema 1.4 (Putnam [10]). Calcule a integral

B 1
| e
o 14 (tanz)v?

Solucao: Fazendo a mudanga de variavel x =

g —y = dr = —dy. Assim,

e
——=dx
o 14 (tanz)v2

Logo,

2 1 0 1
/0 1+ (tamx)\/édm - /27 1+ (tan (% — y))\@(_dy)
" (tan(y)V?
- / T+ (tan(y) 2 Y

_ / (tan(y))"2
o L+ (tan(y))"2

Ou seja,

(tan(y))">

- /0 1+ (tan<y))ﬂdy

_/2 1

~Jo 1+ (tanz)v? !
L [F e,
o 14 (tan(z))v2

Em que a tdltima igualdade foi obtida trocando-
se a variavel de integracao y por z, o que nao altera

o valor da integral definida. Logo,

21:/;’r 1+ (tan
o 1+ (tan

Problema 1.5 (OBMU-2019). Mostre que

v T
dr=-=1=—.
T A

/’2’ r sen(2x) p o
0

1 + cos?(2x) ST

Solugao: Chamemos a integral definida acima

de Z et = 35 —x, donde resulta dt = —dx. Assim,
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2 2
:/ x sen(2x) s
o 1+ cos?(2x)

_ /0 (3 — t) sen(m — 2t) ().

2 —
= 1+ cos?(m — 2t)

Lembrando que sen(m — 2t) = sen(2t) e cos(m —

2t) = — cos(2t), tem-se que

I_ /’; (Z -1 sen(Zt)dt

1 + cos?(2t)
T /g sen(2t) gt — /’; t sen(2t) 0
2 Jo 14 cos?(2t) o 1+ cos?(2t)

Note que a tltima integral dada é Z. Assim,

ﬂzz/g _sen(2)
2 Jy 1+ cos?(2t)

Ademais

sen(2x)
1 + cos?(2z)

% {—arctaHQ(cos(Q:c)) . k] _

Logo, do Teorema Fundamental do Célculo (Te-

orema 1.4) segue-se que

2T = —
2

g {— arctan(cos(Zx))] 0

- —% larctan(—1) — arctan(1)]

Problema 1.6 (Putnam [10]). Calcule
1 1 1
li =
nl—{go(n—f—l—i_n—I—Q—i_ +2n> (9)

Solugao: Note que:

1 1 1 1
ﬁ(n+1+n+2 R )

n n n

1 1 1
:E<1+%+1 z '+1+g)

Assim, (9) nada mais é que o limite de uma Soma

1
Riemann da funcao f(z) = relativa & particao
x

do intervalo [0,1] com subintervalos de tamanhos
Vi=1,...

da Definicao 1.2 e do Teorema 1.4 tem-se que

iguais Az; = 1, ,n e x; = ~. Portanto,

I Ly 4]
im ==
nsoo\n+1 n-+2 2n
!
/0 1+
Problema 1.7 (IMC-1995). Seja F :

uma funcao definida por

dx =In(1 + 2)|j = In2.

(I,00) = R

2

A |

Mostre que F' é injetiva e determine o seu conjunto

imagem.

Seja ¢ € (x,2?), entdo

—dt —dt
/ Int +/C ln
1
—dt —dt.
/ Int +/C Int

Do Teorema Fundamental do Célculo (Teo-

Solucgao:

rema 1.3) segue-se que

1 2 x—1
In(z2)  In(z)

>0 Vx> 1.
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Assim, F' é crescente para todo = > 1 e desde

que lim,_,;+ F'(z) = 0 segue-se que Im(f) = R%.

Problema 1.8 (OBMU-2018). Qual ¢ o valor inte-
gral / log(sen(z))dz?
0

Solucgao: Note que

/O " Jog(sen())dz = /0 “log (2 sen (g) cos (g)) dz
- /07r log(2)dz + /07r log (sen (g)) do+
/OW log <cos (g)) dz
— rlog2 + /07r log <sen (g)) dz
+ /07r log (cos (g)) dz.

Agora vamos manipular separadamente as inte-

grais
K

/07r log (sen (3) ) o ¢ /O log (cos () ) d-

Na integral / log (sen (g)) dz fazendo u =
0

x
> segue que dr = 2du e os novos limites da inte-

gral sao u; = 0 e uy = 7. Portanto,

/Oﬂlog (sen (g)) dr — 2/0

Apenas trocando a letra u pela letra x no se-

w/2
log(sen(u))du.

gundo membro, segue que

/Oﬂlog (sen (g)) dz — 2/0

Por outro lado, usando a identidade cos (%) =

(e T

sen (5 — 5) podemos escrever

/OW log (cos (;)) de — /0

T
Nessa tltima integral fazendo u = 5~

w/2
log(sen(x))dx.

Wlog <sen <g — g)) dx.

x
5> segue

que dxr = —2du e os novos limites da integral sao
™ 0 m T T 0
Uy=——=—=—eu=———=0.
T2 272 2 2
Portanto,

/O7T log (cos (g)) dr = /07r log (sen (g — g)) dx
= -2 /7; log(sen(u))du
= 2/0”/2 log(sen(u))du

/2
= 2/0 log(sen(z))dz.

Por fim, voltando a igualdade

/07r log(sen(x))dz = wlog 2 + /07r log (sen (g)) dx
+ /07r log <cos (g)) dx

w/2
=mlog2+ 2/ log(sen(z))dz+
0

/2
2/0 log(sen(z))dx

w/2

=mlog2+4 log(sen(z))dx

=mnlog2+2 [ log(sen(x))dz,

/o
/ ﬂ
0

ou seja,

/07r log(sen(z))dx = wlog2 + 2 /OTr log(sen(x))dx.

Logo
/ log(sen(z))dz = —mlog 2.
0

Problema 1.9 (OBMU-2005). Mostre que
b 111
/OZL’ dl’:1+§+§+ﬂ+....

S
Solugao: Usando o fato de que e® = Z %,
k=0
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segue que

2F In* zdx

— ZE/ 2*(—Inxz)*dx.
tJo

1
Agora vamos calcular a integral / 2*(—Inz)kde.

0
Para isso fagamos a mudanca de variavel u = — In z,
assim x = e” " = dxr = —e “du.
Note que z = 0 implica que u — cc e x = 1

implica © = 0. Assim,

1 0
/mk(—lnkx)dx: /ek“uk(—
0 00
= / uFe ™ * D gy,
0

Agora vamos fazer a mudanca de varidveis v =
(k + 1)u. Assim,

e “du)

dv.

dv=(k+1)d du =
v=(k+1)du = du il

Lembrando que a fun¢ao I', veja [2], é definida por

I'(t) = / ' e "dx e que para t = k + 1 inteiro,
0

tem-se que I'(k + 1) = k!, segue que

k!
| (k; + 1)k+1

> 1
_ Zm

Fazendo a mudanca de variavel n = k41, segue que

1 o0
- 1
/0 v = Z (k + 1)kt

k=0
=1
- X!

Problema 1.10 (MIT-2024). Calcule

Il
Mo T
k‘l;—\

1 1
—+§+E+

/02 cos”(z)(In cos(x) — x tan(x))dx.

Solugdo: Se f(x) = cos®(x) = e entao

f!(z) = ertncos(@) 4 (xIncos(z))

dz

= cos®(z)(Incos(z) — x tan(x)).

Assim,

/0 * cos” () (In cos(x) — o tan(x))dz

3 d
—/0 %COS

= (cos (g))’; — cos’(0) = —1.

*(2)da = [cos™ ()]

Problema 1.11 (OMRN-2021 |
tegral definida

]). Calcule a in-

senx

dx.
2+ 1 v
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Solucao: Como consequéncia do Teorema 1.8
(mudanga de variavel) tem-se que a integral de uma
funcao fmpar e continua em uma regiao simétrica

vale 0.

De fato f é continua, pois é o quociente de duas
fungoes continuas e esta definida em toda a regiao

de integragao e é impar, com efeito

—senx

=) = (—x)2+1 R —f(@).
Problema 1.12 (Galois Noether-2011 [11]). Seja f
uma fungao diferenciavel com liII(l) f(z*) = c. Cal-

z—
cule ,
T f(t)dt
z—0 xT
Solugao: O limite pedido é uma indetermina-

¢ao. Aplicando a regra de L’Hospital tem-se que a
derivada do numerador pode ser obtida a partir do

Teorema 1.3 com a regra da cadeia. De fato,

d [*
_x/o ft)dt =

=f(2*)2z

Assim, procedendo ao céalculo do limite entre a

razao das derivadas obtém-se

lim f(@)2e = lim f(x

2\
z—0 2r x—0 ) - ¢ (10)

Desde que o limite entre a razao das derivadas existe
e vale ¢, por L’Hospital tem-se que o limite pedido

também existe e vale c.

Problema 1.13 (IMC-2022). Seja f : [0,1
(0, 00) uma fungao integravel tal que f( )f(1—z) =

1 para todo x € [0, 1]. Prove que / f(z)dz > 1.

| —

Solugao: Inicialmente, fazendo a mudanca de

d v du (Teo 1.3)
([ ) 5T e

variaveis 1 — x = y, segue que dxr = —dy e

[ site= [ s0=te= [ rw-a
=A?@@=A?@m

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz (Teo-

rema 1.12), tem-se que:

</f —dx) /f dx/ —xdx
:(/0 f(m)dm) .

Assim,

/01 f(z)dx

Em que a ultima desigualdade decorre de f ser

21:>/1f(1:)d1:21.
0

nao negativa no intervalo [0, 1].

Problema 1.14 (OBMU-2006). Seja f : R — R

uma funcao integravel e crescente. Prove que

/01 xf(z)dx > %/01 f(z)dx

Solugao: Seja g(x) := z, entao g é crescente.
Da Desigualdade de Chebyshev (Teorema 1.14)
aplicada as fungoes crescentes f e g com a = 0 e

b = 1 segue-se que

m xf d:c>/xd:c/f =

Problema 1.15. Calcule

© p—ar _ efba:
/ £ 7% dr ab>0.
0

T

Solugao: Da desigualdade de Cauchy-Frullani
(Teorema 1.15) com f(z) = e *

lim, o0 f(x) = 0 elim, o+ f(x) = 1 existem, segue-

e desde que
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se que

Problemas Propostos

Problema 1.16 (Mathematical Reflections - vol06
- 2022). Se n é um inteiro positivo determine o valor
de

/OOO grlee [Zn: (Z) (=1)* cos <x + %W)

k=0

dx.

Problema 1.17 (Mathematical Reflections - vol02

- 2021). Calcule /2 da

— . onden €N.
o l+tan"w

Problema 1.18 (Roménia). Dado a > 0, mostre
1
" 1
que lim n/ ‘ dleog(cH_ )
n—+00 0 " 4+ a a

Problema 1.19 (ICM-2015). Calcule

lim AAld
AEEOZ -

Problema 1.20 (OBMU-2015). Mostre que, para
todo b > 0, temos

0 [ Vith,

u? + b 2 '
Problema 1.21 (OBMU-2006). Calcule
/ A —
1 (er =1z
Problema 1.22 (OBMU-2004). Calcule a integral
1, 2004
/ ° dz
-1 1+4e*
Problema 1.23 (Leningrado). Sejam f, g : [0,1] —

[0, 1] fungoes continuas, onde f é nao-decrescente.

Mostre que

/Ol(f o g)(@)dx < /01 F@)dz + /Olg(x)dx.

Problema 1.24 (Berkeley). Seja f : [0,+00) —
[0,4+00) uma fungao continua, crescente e bijetiva.

Mostre que

onde a e b sao dois ntimeros reais positivos arbitra-

rios.

Problema 1.25 (Putnam-1985). Calcule

/oo t7%671985(t+t*1)dt'
0

Problema 1.26. Calcule

/°° e cos(ax) — € cos(bx)d
0 T

x, a.b>0.

Problema 1.27 (Galois Noether-2017). Seja f :
0,1] —
n € N, considere P, = {0 =t,,0 < tp1 < ...

Para cada
< tpm =

(0,00) uma funcdo crescente.

1} a parti¢do de [0, 1] para a qual

/tt flz)de = %/01 flw)dz

Para cadat = 1,2, ..., n, calcule o seguinte limite

tni
lim —.
n—oo t,1

Problema 1.28 (Galois Noether-2012). Calcule

[ raaas

em que [x]| é o menor inteiro maior ou igual que z.

Problema 1.29. Calcule
%
/ e”(1 + tan®z + tan x)du.
0

Problema 1.30 (Crux Mathematicorum). Seja F
o conjunto das fungoes continuas f : R — R tal que
ef@) 4+ f(x) > 2 + 1 para todo x € R. Determine o

valor minimo de

= /ef(x)dx onde f € F.
0
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!Professor do Departamento de Matematica da UFRPE

2. Curiosidades

Olimpiadas Titas da Matematica
Gabriel Aratjo Guedes!

A Olimpiada Titas da Matematica comemora a
segunda edi¢ao com sucesso, contabilizando mais de
6000, seis mil, inscrigoes este ano. A grande aceita-
¢ao reside no fato de que ela vai muito além do que
uma disputa de alto nivel, com provas e medalhas.

Além de cumprir o objetivo maior de difusao
e valorizacao da Matemaética, a Olimpiada oferece
diferenciais em que o aluno se vé apoiado no su-
porte aos estudos ao longo de todo o ano, como
lista de exercicios, simulados, eventos de formacao
com palestras e oficinas presenciais nas escolas, en-
riquecendo o conhecimento dos estudantes que irao
participar. Tudo isso a custo zero, bastando apenas

estar matriculado na Olimpiada.

Essa atencao com os alunos, proporcionando
mais aquisicao do conhecimento tem atraido parti-
cipantes de todo o pais. Segundo os idealizadores
da Titas, o objetivo maior é o desenvolvimento da
cultura matematica no Brasil, bem como a desco-
berta de jovens talentos para esta ciéncia.

A Titas da Matemaética é uma organizacao vol-
tada para o aperfeicoamento do ensino e divulgagao
da matemaética. O idealizador é o professor Gabriel
Guedes, da UFRPE, com mais de duas décadas de
experiéncia em olimpiadas de matematica e proje-
tos de divulgacao das ciéncias exatas. Pedro Vital,
cofundador da Titas da Matematica, é um multi-
medalhista em olimpiadas do conhecimento, que se
juntou ao professor Gabriel para tornar o sonho
realidade. A partir desta parceria, a Titas da Ma-

tematica conseguiu difundir-se por todo o pais.

A Titas estd dividida em 3 niveis, os quais
abrangem desde o sexto ano do ensino fundamental
até o ultimo do ensino médio, incluindo o quarto

ano do técnico integrado.
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A edigao 2024 da Olimpiada ja esta com inscri-
¢oes abertas e acontecera em 30 de outubro. Além
disso, a organizacao da Titas ja deu inicio as outras
iniciativas: palestras, oficinas e encontros sobre ma-
tematica, contribuindo para a divulgacao cientifica
e apresentacao das oportunidades que as olimpia-
das de conhecimento abrem para os estudantes e

instituicoes de ensino.

Entao nao fique de fora, inscreva-se hoje em:
www.titasdamatematica.com.br e siga nosso per-

fil no instagram Ctitasdamatematica.

3. Indicacao de Filme

O Preco do Desafio

2

Roberta Elaine Domingos de Aratijo

“O Preco do Desafio” é um filme baseado em fa-
tos reais, disponivel no Prime Video [1], que aborda
a historia de um professor numa escola do subtr-
bio de Los Angeles na década de 1980. Ele deixou
o emprego para viver o sonho de lecionar informa-
tica, mas ao chegar na escola descobre que nao ha
estrutura alguma para o desenvolvimento de suas
tarefas. Diante desse obstéculo recebe a proposta
para ministrar aulas de algebra e comega a ensinar
Matematica.

O filme retrata a historia do professor Jaime Es-
calante, que busca fazer a diferenca ao ter como de-

safio lecionar Matematica para estudantes de uma

escola, onde além da falta de uma estrutura ade-
quada, os alunos sofrem constantemente com pre-
conceitos de diversos tipos. De fato, a maioria
¢ composta por latinos, imigrantes estigmatizados
por suas origens estrangeiras e desacreditados pelo
sistema. E em meio a este contexto que o professor
Escalante, utilizando metodologias diferenciadas e
com aulas contextualizadas, motiva os estudantes.
Desse modo permite que os alunos compreendam a
presenga da Matematica além das avaliagoes esco-

lares e, principalmente, nas coisas do cotidiano.

Apos conquistar a confianca dos alunos, ele de-
cide ensinéd-los um célculo no nivel mais avancado
para que eles possam fazer uma prova que garantiré
uma vaga na faculdade. Apoés realizarem a prova e
obterem bons resultados, os mesmos foram acusa-
dos de fraude devido a falta de confianga neles. Sem
estimulos, os estudantes pensam em desistir, mas o
professor propoe um novo exame e ao realizarem os
testes, com uma supervisao maior, os resultados sao

ainda melhores.

Essa histéria nos mostra a jornada de um pro-
fessor de Matemaética, obstinado, contra um sistema,
educacional em crise, nos trazendo uma reflexao
ainda na atualidade. De fato, os desafios conti-
nuam presentes na realidade dos profissionais da
educagao, que nem sempre conseguem gerenciar as
demandas solicitadas e ainda enfrentam as dificul-

dades do processo de ensino-aprendizagem.

“O Prego do Desafio” traz ainda a concepgao de
que o ensino da Matemética nao deve consistir ape-
nas da memorizacao de conceitos e féormulas, mas
da contextualizagao com a realidade dos alunos e
aplicacao em coisas préaticas do cotidiano. Cabe ao
professor estimular os estudantes a acreditarem em
seus respectivos potenciais e buscar entender as ne-
cessidades de cada um que passa por sua sala de

aula.

Por fim, convidamos os leitores a conhecer um
pouco mais dessa historia e fazer uma reflexao sobre

os temas abordados no filme.

2Discente do Curso de Licenciatura em Matematica da Universidade Federal Rural de Pernambuco
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4. Quem pergunta, quer saber!

Revista do Professor de Matematica
(RPM, n® 2, p.43)

Severino Barros de Melo?

A consulta a livros didaticos de matematica (so-
bretudo os mais antigos) muitas vezes nao define
corretamente as fungoes lineares, associando a line-
aridade ao fato do grafico da fungao ser uma “linha
reta”. A davida levou um leitor de Paulista (Per-

nambuco) a fazer a seguinte pergunta a Revista do
Professor de Matematica (RPM, n® 2, p.43):

Pergunta: Alguns livros chamam y = ax + b de
fungao linear e outros de fungao afim, reservando o

nome linear para y = ax (b =0). Quem estd certo?

Resposta da RPM: No ambito da matematica

elementar, tendo em vista que o grafico da fungao

y = ax + b é uma reta, é comum atribuir a todas
estas funcoes o nome de linear.

Em Algebra Linear, entretanto, para funcoes de-
finidas em espacos mais gerais,exigem-se duas con-
digoes para que uma funcgao seja linear: que ela seja
aditiva e homogénea. Uma funcao f : V — V se

diz aditiva quando satisfaz & seguinte propriedade:
flayr+a2) = f(a1) + f(22), Vo, 22 €V
e f se diz homogénea quando satisfaz a propriedade
f(Ax) = A(z), VA€ R Vx € V.

No caso de fungoes f : R — R, toda funcao

homogénea ¢ aditiva. Mais precisamente, se
f(Az) = Mf(z), VA € R,Vx € R,
entdo pondo f(1) = a, temos

fla) = fle-1) =z f(1) = az.

Portanto, as tnicas fungoes homogéneas de R em
R sao as da forma f(zx) = ax. E estas, como se
verifica diretamente, sao também aditivas, logo sao
lineares.

Assim sendo, se quisermos ser coerentes com a
nogao geral de fungao linear, devemos chamar de
lineares as fungoes da forma f(z) = ax.

Ainda nesse contexto mais geral, chama-se de
funcao afim uma funcao “transladada” de uma li-
near, isto é, da forma f(x) = g(x) + cte., com g
linear.

Entao as fungoes da forma f(x) = ax + b sdo na
realidade fungoes afins (que nao sao lineares quando
b#0).

Cremos que esta ambiguidade de nomenclatura
nao causa confusao de vez que no 1° e 2° graus (¥*)
nao se usa aquela segunda nocao de linearidade e
que os alunos ao chegarem ao estudo da Algebra
Linear nao terao dificuldade de assimilar as novas
denominagoes.

(*) Nota da redagao do Jornal Oxente: na oca-

3Docente do Departamento de Educacio da Universidade Federal Rural de Pernambuco
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siao da pergunta e da resposta, os atuais ensinos
fundamental e médio eram chamados, respectiva-

mente, 1° e 2° graus.

5. Eventos

Fiquem Ligados!!!

e VIII Encontro de Matematica Pura e

Aplicada
— Local: Universidade Estadual da Pa-
rajba (UEPB)
— Data: 25 a 28 de Junho de 2024

— Mais informagoes: https://sites.go
ogle.com/evento.uepb.edu.br/empa

/?7authuser=3&pli=1
e XI Bienal de Matematica 2024
— Local: Universidade Federal de Sao Car-
los (UFSCar)
— Data: 29 de Julho a 2 de Agosto de 2024
— Mais informagoes: https://www.sbm.

org.br/xi-bienal/

e IIT Workshop de Mulheres na Matema-
tica
— Local: Universidade Federal de Campina
Grande (UFCG)
— Data: 21 a 23 de Agosto de 2024
— Mais informagoes: https://mat.ufcg

.edu.br/wmm/

e VII Congreso Latinoamericano y del

Caribe de Matematica

— Local: Centro de Convengoes de Joao

Pessoa
— Data: 26 a 30 de Agosto de 2024

— Mais informagoes: http://www.mat.uf
pb.br/clam/

e XLIIT Congresso Nacional de Mateméa-
tica Aplicada e Computacional - CN-
MAC 2024

— Local: Centro de Convencoes do Arma-
¢ao Resort - Porto de Galinhas - PE

— Data: 16 a 20 de Setembro de 2024

— Mais informacgoes: https://www.cnma

c.org.br/novo/

e XV Encontro Gaticho de Educagao Ma-

tematica

— Local: Universidade Federal do Pampa
(UNIPAMPA)
— Data: 17 a 19 de Setembro de 2024

— Mais informagoes: https://eventos.

unipampa.edu.br/xvegem/

6. Solucoes de Olimpiadas

OPEMAT 2022 - Nivel 2

Nesta edicao apresentaremos a resolucao das
questoes discursivas e de verdadeiro ou falso da

prova da Olimpiada Pernambucana de Matematica
(OPEMAT) do ano de 2022 referentes ao nivel 2.

Problema 6.1. Para usar o trem “Expresso para

Hogwarts", o m-raia precisa chegar & plataforma 9—
e seu acesso é por uma parede entre as plataformas
9 e 10 da estacao de trem da cidade de Londres. Ao
simplificar este ntimero misto, ele percebeu que

9 3 _ 9-443 _ 39
4 4 4’
observando assim que, na fragao obtida, os digitos
9 e 3 trocam de posicao.
m-raia pensou no
a,bc €
{1,2,3,...,9}, é possivel nomear novas plataformas

Apo6s varias observacoes,

seguinte problema: Considerando

com numeros mistos de modo que

a b-c+a ac
C— =

b b b’
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onde b - ¢ é o produto usual dos digitos b e ¢, e ac é
o nimero formado pelos digitos a e ¢ nessa ordem.

Segundo estas hipoteses, julgue as afirmagoes a
seguir atribuindo (V) se a afirmacao for VERDA-
DEIRA ou (F) se a afirmacao for FALSA.

779
(A) () () O ntmero misto 9§ =3 ¢ um numero
de plataforma.

B) ()()Se c% ¢ um namero de plataforma entao
Y c(b—1)
9

(C) () () E possivel encontrar pelo menos um ni-

mero de plataforma quando a = b = c.

D) ()()Sec=1o0uc =8, entao é possivel

encontrar dois nimeros de plataformas.

(E) () () A quantidade méxima de nameros de

plataformas é 11.

Solugao. Na afirmagao (A), pode ver facilmente

que o nimero misto 9§ =3 ¢ um numero de pla-
taforma pois

7T 9847 19

9—
8 8 8’
o que mostra que a afirmacao ¢ VERDADEIRA.
b-
Na afirmagao (B), note que c§ — Cb+ ¢ e

. . ac .
queremos que isso seja igual a W Assim,

b-
C+a:%<:>b-c+a:ac:10-a+0<:>

b b
b'c—c:9'a<:>azc(b9_1).

Logo, a afirmagao (B) ¢ VERDADEIRA.

Na afirmacgao (C'), suponha que a = b = ¢ en-
c(b—1)

tao pela relacao a = concluimos que
ala —1)

9
a=0 ou a=10,

a = —

o que é impossivel pois a € {1,2,3,...,9}.
Logo, a afirmagao (C') é FALSA.

Na afirmacgao (D), temos
c(b—1)

que dividir (b — 1), o que é impossivel ja que

i) Parac=1ema = , segue que 9 tem

0 < (b—1) <8; o que mostra que nao existe

numero de plataforma para ¢ = 1,
c(b—1)
9

que dividir (b — 1), o que é impossivel ja que

b—1) <8

ii) Parac =38, de a = segue que 9 tem

Logo, a afirmacao é FALSA.

Na afirmacgao (F), podemos observar que

b—1
i) parac=2,4,5,7,8dea = b—1)
9 tem que dividir (b — 1), o que é impossivel

ja que (b—1) <8;

segue que

3b—1) b—1

ii) Para ¢ = 3, temos a = = e

segue que 3 tem que dividir (b — 1) o que nos

da b =4 oub="7e os nimeros mistos en-

contrados sao 3% =—ce 3% = 7; logo temos
dois numeros de plataformas;
6(b—1 2(b—1
iii) para ¢ = 6, temos a = ( ) = ( ) e

novamente 3 tem que dividir (b— 1) o que nos
déd b =4 ou b = 7 ¢ os niimeros mistos encon-
trados sao 6% =7° 6% = 7; logo temos 2

ntmeros de plataformas;

9(b—1)

iv) Para ¢ = 9, temos a = =0b-1)e
como 1 <a,b <9, temos a=7,6,5,4,3,2,1,
para b= 8,7,6,5,4, 3,2 respectivamente. As-

sim os nimeros mistos encontrados sao 9% =

79 69 99 49 39
2986 — 2 g5 = ZZ 94 = = g3 = =
87 ’;9 7716 67 5 5’ 4 4’
2 _ 1 _

V=59 g

Assim, temos um total de 12 nameros e sao eles:
8 21 92 @2 4 o7 g6 g5 4 3 2 1
95, 31, 3?, 61, 67, 95, 97, 967 95, 917 95 (S 95
Portanto, a afirmagao (£) ¢ FALSA.
O

Problema 6.2. Quais valores de m, com m natu-
ral, satisfazem que m?* — 671 seja uma poténcia de
57
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Solugao. Os valores de m que satisfazem a equagao
m* — 671 = 5%,

ou equivalentemente,
m* = 671 + 5".

Observe que o niimero m é par. Como m é par,
m* ¢ maltiplo de 8. Isso motiva analisar essa equa-
¢ao modulo 8. Note inicialmente, que as poténcias
pares de 5 deixam resto 1 na divisao por 8 e as po-
téncias impares de 5 deixam resto 5 na divisao por
8. Agora, como 671 deixa resto 7 na divisao por 8,
entdo 5* deve deixar resto 1 na divisao por 8. Isso
nos diz que k é par. Logo k = 2l com [ inteiro.
Dai, m* — 5% = 671. Utilizando produtos notéveis

(produto da soma pela diferenga), obtemos que
(m? — 5" (m* +5') =671 =61 - 11.

Desse modo, uma vez que m? + 5' > m? — 5,
temos dois casos a considerar. O primeiro, quando
m? — 5! =11 e m? + 5! = 61, entao 2m? = 72 e dai
m = 6. De fato, 6* — 671 é uma poténcia de 5.

O outro caso ¢ m? — 5" =1 e m? + 5 = 671,
o que da 2m? = 672. Como 672 nao é o dobro de
um quadrado perfeito, entao, esse caso, nao fornece
solucao inteira. Logo, a tnica solugao é m = 6.

[]

Problema 6.3. O quadrado ABCD, da figura
abaixo, tem area 16cm?. O segmento X Z é paralelo
ao lado BC' do quadrado. Se M, N e O sao, respec-

tivamente, os pontos médios dos segmentos WX,
XY e ZW. Calcule a area do triangulo AMNO.

D b4 C
o)
Y
w
N
M
A X B

Solugao. O lado do triangulo é 4 cm. Pelo Teo-
rema da Base Média, aplicado ao triangulo WX Z,
obtemos que MO = 2 cm. A seguir, veremos que
a altura relativa ao lado OM do triangulo M NO
é 2 cm. Para tal, dividimos a altura h = PN do
triangulo M NO relativa ao lado MO na soma dos
segmentos hy = QN e hy = P(Q), veja figura abaixo.

Seja R o pé da altura do tridngulo XY Z relativa
ao lado X Z. Sendo N ponto médio de XY e QN
paralelo a RY', pelo Teorema de Tales no triangulo
XY R, obtemos

XQ XN

or ~ vy U

Logo, ) é ponto médio de X R. Segue do Teo-
rema da Base Média, hy = QN = %RY.

Por outro lado,

D V4 e
O !
v
W H g
P hy Qi
T
M !
A X B

Seja S o pé da altura do triangulo XW Z rela-
tiva ao lado X Z. Se T é o ponto médio de SX, pelo
Teorema da Base Média temos que MT = %WS e
M'T é paralela a W.S. Segue que MTQP ¢é retan-

gulo e que

1
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Ainda, como é claro que WS + RY é o compri-
mento do lado do quadrado, segue que a altura do
AMNO verifica

1 1
h:h1+h2:§RY+§WS

1

1
WS+ RY) = ~AB.
g (WE+RY) =3

Portanto, a drea do AMNO é

base - altura _ 1]\/[0» lAB
2 2 2

1 1
=_2-(=4) =2cm?
2 2

Problema 6.4. Considere a seguinte equagao qua-

dratica na incognita x dada por

;f+<vq::5>x+31—vﬁza

cujas raizes reais sao dadas por m e n. Sabendo que
. . 1 .
a expressao numérica — + — na sua forma irre-
m n
dutivel é dada por av/b + ¢, onde a e ¢ sdo inteiros

e b é um inteiro nao negativo, calcule a - b + c.

Solugao. Apobds algumas manipulagoes algébricas, é

possivel perceber que

11 mi+nd
m3 ' n3  m3n3
B (m+n)® — 3mn(m + n)
(mn)?

Como as raizes da equagao quadratica acima sao
08 nameros reais m e n, entao podemos fatorar a

equacao do seguinte modo:
z? + (\3/1+\/§):U— V1-v2=(x —m)(x —n)
= 2> — (m +n)z + mn.

Logo, podemos concluir que m+n = —v/1 + /2

emn=+v/1—+/2. Além disso,

(m +n)® — 3mn(m +n)
(mn)?

(—W1+¢®3+371—VQV1+¢§
(Vi-va)

=5V2+6.

1
Portanto, — + — = 5v/2 + 6, e consequente-
n
mente, a-b+c=5-2+6 = 16.
]

Problema 6.5. Em um plano, considere duas re-
tas paralelas e distintas r e s. Na reta r escolhemos
10 pontos distintos e na reta s escolhemos 5 pon-
tos distintos. Determine a quantidade de triangulos

que podemos formar com esses pontos.

Solu¢ao. Vamos dividir a solucao em duas etapas:

Primeira etapa: Considere que apenas um dos
vértices do triangulo é um dos pontos da reta r, isso
mostra que temos 10 possibilidades para a escolha
do vértice, consequentemente os outros 2 vértices
devem pertencer os pontos da reta s. Como cada

base do triangulo corresponde a uma corda que liga

dois pontos, entao vamos ter um total de =.5.4 = 10
possibilidades, pois é indiferente a corda AB ou a
corda BA, onde A e B sao dois pontos da reta s.
Agora, basta usar o principio multiplicativo e con-
cluir que temos 10.10 = 100 possiveis triangulos.

Segunda etapa: Repetindo o mesmo argumento
acima, assumindo o Unico vértice na reta s e os ou-
tros dois vértices na reta r, entao temos um total
de 5.%10.9 = 225 possibilidades.

Portanto, temos um total de 100 + 225 = 325

triangulos construidos. O]
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7. Problemas

Convidamos o leitor a responder alguns proble-
mas. Divirtam-se!!!

Enviem as solugoes dos problemas propostos
para o e-mail:ematematicaoxente @gmail. com

Para que apreciemos sua solugao e o seu nome
apareca entre os solucionadores de questoes, o en-
vio do arquivo (.tex), no modelo disponivel no site,
deve ser realizado até 26,/08/2024.

Problema 1. (OBM - 2012) Funcao Natural: Seja
N = {0,1,2,...} e considere a fun¢do f : N — N
tal que f(0) =1, f(1) =2, f(2) = 0 e, para todo

natural n > 1, satisfaz as seguintes condic¢oes:
(i) f(3n) =3 f(n)+1;
(i) fBn+1)=3"-f(n)+2;
(iii) f(3n+2)=3- f(n).
Entao, f(2012) é igual a:

a) 101 ¢) 103 e) 105

b) 102 d) 104

Problema 2. (Olimpiada de Matemética do Rio
Grande do Norte (OMRN) - 2019) Na figura abaixo
as medidas dos lados dos quadrados menores sao 3
e 4.

A medida x do lado do quadrado maior é:

11 14 19

a) ? C) ? e) Z
13 16
b) — d) —
) 3 ) 3

Problema 3 (XXXI Olimpiada de Matemaética da
Unicamp (OMU) - 2015). Tinha 900 reais para com-
prar algumas camisas, todas com o mesmo prego.
Como obtive um desconto de 60 reais no prego
de cada camisa consegui comprar quatro camisas
a mais do que previa inicialmente comprar com os
900 reais. Determine quantas camisas comprei e o

preco que paguei por cada camisa.

8. Solucgoes dos Problemas

Nesta edigao apresentamos as solugoes dos pro-
blemas propostos da publicacao vol. 1, n. 29,

dezembro de 2023.

Problema 1. (1* CELL 2021) Seja f : {1,2,...} —
R uma fungao tal que f(n)—f(n+1) = f(n)f(n+1)

para todo n > 1. Sabendo que f(2020) = 1010 °
valor de f(1) é:

a) 3 ©) o5 ©) 3w

) 0w d) 1

Solugdo. Primeiramente, isolando f(n + 1), na ex-
pressao f(n) — f(n+1) = f(n)f(n+ 1), obtemos:

fn) = fln+1)(f(n) +1) =

fn+1)= %, se f(n) # —1.
Considerando f(1) = a, note que:

para n = 1, temos

f() a

IO =170 " Tra

e para n = 2, obtemos

a
. f(2) ~ 1+4a
f(S)_1+f(2)_1+ a

1+a

a 1+a a

l+a 1+2¢ 1+2a
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Continuando esse processo, aparentemente che-

garemos a

a

, Vn e N.
1+ na

f(n+1)=

De fato, provaremos pelo Principio da Inducao Fi-

nita (PIF), que isto ocorre.

Para o primeiro caso, n = 1, obtemos

_a
Cl+4a

fA+1) = f(2)

Supondo que a sentenca é valida para algum n € N,

ou seja,
a
1) =
fln+1) 1+ na’
mostraremos que também é valida para n + 1, isto
é:
fn+1+1) = f(n+2) -
n = f(n =—
1+ (n+1)a
Pela definicao de f, sabemos que:
f(n+1)
n+2)=-———"——.
/ ) 1+ f(n+1)
Por Hipotese de Indugao:
a a
a 1+na+a
1 +na 1+ na
a 1+ na a

" 14na l+nata 1+ (m+1la

Logo, pelo PIF temos f(n+1) = ¢ , para todo
1+ na
n € N.
Além di £(2020) = — pod bt
m r = m
ém disso, po 204 Podemos obter

o valor de a.

Observe que,

£(2020) = f(2019+1) =

a

e, por deﬁnigéo, f(20].9 + ].) = m
a

Assim,
a B 1
142019 4040

1
4040a — 2019a =1 = —.
= 4040a 019a S a 5091

Portanto, f(1) = a = 5357,

reta a alternativa (c). O

sendo a resposta cor-

Problema 8.1. (GN 2017 - 1? fase) Quantos valo-
res inteiros de x no intervalo [1, 100] fazem com que

o determinante da seguinte matriz seja miltiplo de
37

22 1 7

2 3 4

7T 5 x42
a) 0 c) 64
b) 34 d) 100.

Solugao. Seja M a matriz dada no enunciado. Cal-
cularemos o determinante de M usando o Teorema
de Laplace, ou mais diretamente, a regra de Sarrus.

Assim,

det M = 28 + 32*(z + 2) + 70 — 2(z + 2)
— 147 — 2022
= 323 — 142% — 22 — 53.

Dai, precisamos encontrar os valores de x para os
quais a expressao acima seja multipla de 3. Podemos
fazer isso de forma que a expressao seja congruente
a 0 modulo 3.

Para todo = pertencente aos inteiros, temos
322=0 mod 3.

Além disso, reescrevendo —14x2? — 2x — 53, obtemos
(z? — 152%) + (z — 3z) + (1 — 54). Entao,
det M =2>+2+1 mod 3.

A divisao por 3 deixa restos 0, 1 e 2. Verificando os

valores de x na expressao para tais restos, temos

=0 mod 3=2’+2z+1=1 mod 3
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r=1 mod 3=2°24+2+1=0 mod 3

r=2 mod 3=2+z+1=1 mod 3.

Logo, os valores de x para os quais det M = 0
mod 3 sao da forma xp = 3k + 1, com k € Z.

Ademais, foi pedido na questdao = € [1,100].
Como 100 é o tltimo valor do intervalo e 100 = 1
mod 3, temos 100 = 3 -33 + 1. Assim, k €
{0,1,2,..,33}.

Dai, se z;, € [1,100] e ha 34 valores de k, entao
hé 34 valores possiveis para x, o que corresponde a
alternativa (b). O

Problema 8.2. (22 fase - Nivel 2 XXXV-OBM Q.3)
Uma hora poténcia é uma hora cujo formato repre-
senta uma poténcia perfeita de nimero inteiro com
expoente maior que 1, ou seja, algo no formato a®
em que a e b sao inteiros e b > 1. Por exemplo,
03 : 43 ¢ uma hora poténcia afinal 343 = 73, mas
01 : 10 nao é uma hora poténcia, afinal 110 nao é
poténcia exata de nimero inteiro. Também 02 : 89
nao ¢ hora poténcia, embora 289 = 172, pois nao
existe a hora 02 : 89 ja& que os minutos vao apenas
até 60. Quantas horas poténcias existem depois de
00 : 00 e antes de 02 : 59?7

Solucao. Vamos contar as poténcias perfeitas de 0 a
259. Veja que, basta olharmos os expoentes primos,

pois se tivermos uma poténcia composta da
forma x - p, com p primo, também teremos a potén-

cia de um primo uma vez que a* = (a*)P. Temos:

1. 16 quadrados perfeitos 12,22, --- 162
2. 6 cubos perfeitos 13,23, ... .63
3. 3 poténcias quintas 1°,2° e 3°

4. 2 poténcias sétimas 17 e 27

Como citado, as poténcias de expoentes 4,6 e 8
ja estao incluidas nas poténcias de 2. Note também
que as poténcias de expoente 9 ou maior, mesmo
com base 2, sao maiores que 259 e, as que possuem
base 1, ja foram contadas.

Dai, tomando o cuidado de tirar 3 vezes o ni-
mero 1, pois ele estd sendo contado 4 vezes e 1 vez
o nimero 64 que estd sendo contado duas vezes

(64 = 8 = 43), concluimos a principio que exis-

tirlam 16 +6 + 3 + 2 — 3 — 1 = 23 possiveis horas
poténcias distintas.

Entretanto, as poténcias 82,92, 132 e 142 sao as
que possuem o numero formado pelas dezenas e uni-
dades maiores que 60, logo nao sao horas potén-
cias. Finalmente, temos que a quantidade de horas
poténcias depois de 00 : 00 e antes de 02 : 59 é
23 —4=19. m
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