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Editorial

Caros Leitores,

Estamos juntos desta vez na 292 edicao do nosso
jornal.

No editorial da primeira edigao do ano de 2023
fizemos um aceno as perspectivas para o ano que
se iniciava, destacando que “varias realidades nos
fazem antever um novo tempo do ponto de vista
educacional e cientifico para o nosso pais”. E assim
foi, com reflexos no nosso jornal.

Encerramos o ano colhendo bons frutos. Para
além das atividades em torno da producao do jor-
nal, selamos uma parceria com o informativo da
Sociedade Brasileira de Matematica no intuito de
uma integragao com noticias e conteudos. Ademais,
na Semana de Matematica da Universidade Federal
Rural de Pernambuco (XV SEMAT) tivemos a pos-
sibilidade de ofertar uma oficina na qual a secao

I” serviu de motivagao

“Quem pergunta, quer saber
para um maior contato dos alunos de licenciatura
com o nosso periddico, que em 2023 contabilizamos
cerca de 60.000 acessos.

A presente edicao traz na secao artigo um
trabalho intitulado Uma Abordagem Olimpica das
Progressoes Geométricas, de autoria dos professo-
res Eudes Mendes Barboza e Thiago Yukio Ta-
naka, da Universidade Federal Rural de Pernam-
buco (UFRPE); e da estudante do PROFMAT-
UFRPE Gésica Peixoto Campos. O artigo faz uma
ponte entre a cléssica abordagem desse contetudo

no ensino médio e como ele aparece de forma mais

avancada nas questoes de olimpiadas.

A secao curiosidade traz a contribuicao da aluna
Allana Mylena Gomes de Amorim, do Curso de Li-
cenciatura em Matematica da Universidade Fede-
ral Rural de Pernambuco, abordando O Enigma de
Einstein, que como verao, nao se deve creditar a

este grande cientista.

A indicacao de leitura apresenta a sugestao
da aluna Roberta Elaine Domingos de Aratjo, do
Curso de Licenciatura em Matematica da Univer-
sidade Federal Rural de Pernambuco, acerca de O
Livro da Matemdtica, uma obra de divulgacao com
uma proposta de oferecer uma visao geral da mate-
matica, seus campos mais importantes e seu desen-

volvimento numa abordagem cronologica.

A segao Quem pergunta, quer saber! resolve um
problema de geometria, proposto por um professor,
no qual a inser¢ao de um elemento nao presente no
enunciado abre caminho para a resolucao da ques-
tao.

Finalizamos a edi¢cao com Problemas Propostos
e solugoes de questoes anteriores enviadas pelos lei-
tores; solucoes de problemas da I Copa Nordestina
de Matemdtica (CONEMAT - 2023) - competigdo
olimpica entre estudantes do Ensino Fundamental
com idade igual ou menor que 15 anos - e com in-
formes acerca de alguns eventos em sintonia com a

proposta do Jornal.

Durante a finalizacao da edigao anterior, com o
apoio da Olimpiada Pernambucana de Matematica
(OPEMAT), do PIC - Programa de Iniciacao Ci-
entifica da OBMEP e do POTI - Polos Olimpicos
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de Treinamento Intensivo, realizamos uma palestra
intitulada Balanceamento dtimo de vetores um por
um, na qual Victor Reis, medalhista de ouro na
Olimpiada Brasileira de Matemaéatica (OBM) e re-
presentante do Brasil na Olimpiada Internacional
de Matematica (IMO), apresenta a demonstracao
de um resultado que combina uma generalizacao
de um Teorema sobre balanceamento de prefixos
de Banaszczyk para arvores, com um argumento de
clonagem para encontrar distribui¢oes em vez de co-

loracoes.

Com um grandissimo obrigado por prestigiar o E
Matemaética, Oxente! no ano que finda, desejamos

um feliz Natal e um 2024 pleno de boas realizacgoes.

O Comité Editorial.
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1. Artigo

Uma Abordagem Olimpica das

Progressoes Geométricas

Eudes Mendes Barboza, Gésica Peixoto Campos &
Thiago Yukio Tanaka

UFRPE - CEGEN - Departamento de Matemaética
52171-900 - Recife - PE - Brasil

Introducao

Ao longo das tltimas edicoes do jornal “E Ma-

I”" diversos esforcos foram feitos

tematica, Oxente
com o intuito da propagacao de conhecimentos no
tema das Sequéncias Numéricas, assunto central da
drea de Algebra dentro das Olimpiadas de Mate-
mética. No artigo [!], as autoras trazem um deta-
lhamento sobre recorréncias lineares de primeira e
segunda ordem, seus métodos de resolucao e como
aplicar estes resultados problemas sobre sequéncias
numeéricas, em especial, dando énfase a sequéncia
de Fibonacci. Ja no artigo, [21] ha uma aborda-
gem sobre Progressao Aritmética nas Olimpiadas
nacionais e internacionais, fazendo um destaque no
objeto definido no artigo como o Tridngulo Aritmé-
tico de Numeros fmpares, que é uma estrutura de
ntmeros fmpares organizados em formato triangu-
lar como no Triangulo de Pascal. Dai trabalhando
os diversos conceitos de Progressoes Aritméticas de
primeira e segunda ordens. De modo indireto, sob
| ha di-

versos exemplos e problemas propostos que utilizam

a perspectiva dos estudo dos fractais, em |

o conceito de Progressdes Geométricas (PGs) em
suas solucoes, porém sem um detalhamento sobre o
tema de progressao geométrica em si. Ainda sobre o
artigo de fractais, dentre os problemas trazidos ha
alguns extraidos da Olimpiada Pernambucana de
Matematica (OPEMAT), entao recomendamos for-

temente para todos que participam desta olimpiada.

Neste artigo traremos um detalhamento sobre o
tema das PGs fazendo uma abordagem com pro-

blemas retirados das Olimpiadas, de materiais de
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treinamentos olimpicos nacionais e internacionais e
de vestibulares, seguindo uma linha similar as dos
artigos |1, 21].

A escrita desenvolvida neste artigo visa uma
abordagem que estabeleca uma relagao estreita en-
tre os conceitos envolvidos com o tema e como
aplica-los para solucionar problemas que tenham
um perfil olimpico ou de concurso, além de trazer
possibilidades distintas de solugoes utilizando dife-
rentes recursos. Assim, o trabalho pode ser facil-
mente utilizado, com ou sem adaptacao, como fonte
de estudo e pesquisa para discentes e docentes inte-
ressados tanto no tema das Progressoes Geométri-
cas em si, quanto na sua relagao com a matematica

olimpica.

Conceitos e Propriedades

As Progressoes Geométricas sao sequéncias nu-
méricas em que h& uma Recorréncia de Primeira
Ordem, precisamente, ha uma relacao envolvendo
dois termos consecutivos, a qual explanaremos em
breve. Sobre o tema das sequéncias recorrentes,
convidamos o(a) leitor(a) para a leitura do artigo
[1]. As PGs sao casos particulares de recorréncias

de primeira ordem da forma

a, = f(n)a,_1, (1)

no caso em que f(n) é constante. Apesar de ja estar
definida pelo comentario anterior, mas uma vez que
essa definicao é a principal do trabalho, escrevere-

mos a defini¢ao de uma PG.

Definicao 1.1 (Progressao Geométrica (PG)). Di-
Zemos que uma sequéncia (a, ),>1 ¢ uma PG quando
satisfaz a recorréncia a, = qa,_1, para todo n > 2.

A constante ¢ é chamada Razao da PG.

Observacgao 1.1. Para o intuito deste trabalho, va-

mos desconsiderar PGs nas quais ¢ € {0, 1}.

Exemplo 1.1. Seja um triangulo equilétero de lado
a. A partir dele, considere um novo triangulo cu-

jos vértices sao os pontos médios de cada lado do

primeiro. Obtemos assim um novo triangulo equi-
latero de lado a/2. Procedendo similarmente, ob-
temos um terceiro triangulo equilatero de lado a/4.

Veja figura.

Figura 1: Sequéncia de TridAngulos

Equilateros

Fonte: Autores

obtemos a PG

), em que cada termo re-

Repetindo este procedimento,
(a,a/2,a/4,...,a/2" 1 ...
presenta a medida dos lados dos triangulos equila-

teros construidos neste processo.

E possivel utilizar o argumento de Produtos Te-
lescopicos para encontrar uma expressao para o n-
ésimo termo da sequéncia dada em (1), em termos
do parametro n relativo a posicao do termo, é o
que chamamos de Lei de Formag¢ao ou Formula do
Termo Geral.

Escrevendo sucessivamente todos os termos da
expressao em (1) desde a,, até o termo a,;;, com

p+ 1 < n, vamos obter

an = f(n)an—
an1 = f(n—1)a, o
(2)
(p+2 fp+1Dap
ap+1 = f(p>ap-

Efetuando o produto dos termos escritos em (2) no
mesmo sentido da igualdade, ou seja, fazemos o pro-

duto de todos os termos do lado esquerdo e do lado
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direito da igualdade, podemos usar a lei do cancela-
mento sistematicamente, simplificando o termo do
lado direito da igualdade de uma linha superior com
o termo do lado esquerdo da linha imediatamente

inferior,

Qp = f(n)g%{f
Gt = f(n = 1)8—r

= flp+1)aper
= f(p)ay.

Dessa forma, obtemos

i3

@ = o, [[£6) 0

Observacao 1.2. Perceba que a expressao obtida
em (4) ¢ relativa a uma recorréncia dada por (1).
Isso significa que para encontrar o termo geral de ex-
pressoes com tal formato, precisaremos sempre de-

terminar uma férmula para o produtério [T f(i).

Sendo as PGs casos particulares de (1), em que
f(i) = q para todo i, entdo, nessa situagdo, pode-

mos escrever (4) da seguinte forma:

n :apn?:pq
=0pq-q9-q-... ¢ (5)
n — p vezes
= apq"?,

que é usualmente conhecida como Formula Gene-
ralizada do Termo Geral da PG. No caso particular
p =1 (que é equivalente a desenvolver a expressao

em (2) até o termo as), obteriamos
an = ayq" ! (6)

cuja expressao conhecemos por Formula do Termo
Geral de uma PG ou Lei de Formacgao da PG.

Nosso proximo exemplo trara a nogao de PG re-
Ela esta

como uma questao nao resolvida do material do

lacionada com o assunto de Geometria.

projeto olimpico do Instituto de Matematica Pura e
Aplicada (IMPA) chamado Polos Olimpicos de Trei-

namento Intensivo (POTI). Este um dos maiores
projetos de treinamento de matematica olimpica no
contexto nacional e totalmente gratuito. Para co-

nhecer o projeto veja [16].

Exemplo 1.2 (Polos Olimpicos de Treinamento In-
tensivo (POTT), Algebra, Nivel 2, Recorréncia, [9]).
Prove que, quando os lados de um triangulo estao

em PG, o mesmo ocorre para as alturas.

Solugao. Sejam aq, as e asz, os trés lados do trian-
gulo que estao, nesta ordem, em PG, e hy, ho € h3 as
alturas relativas a cada um desses lados, respecti-
vamente. Por estarem em PG, as = a1q e a3 = aoq,
com ¢ a razao da PG. Além disso, como a area de
um triangulo pode ser calculada por meio da me-
tade do produto entre a base e a altura relativa a
esta base, entao:

aj - hl ao - hg

g az - hs
A_ p— p— pr— .
rea 5 5 5

(7)

Por meio da segunda igualdade em (7),

a1'h1_a2'h2 = a1'h1:a1Q'h2
2 2 2 2
= hl =dq- hQ.
Pela ultima igualdade em (7),
ag-h2:a3~h3 Gz’h2:G2Q'h3
2 2 2 2
= h2 =4q- h37

assim, hy, hs e hs, nesta ordem, formam uma PG

cuja razao é igual a %. Ou também, hg, hs, hq, nesta
ordem, formam uma PG de razao q.

[ |

Nosso segundo exemplo foi retirado de uma das

provas seletivas da India para a equipe que repre-

senta o pais na International Mathematical Olym-
piad (IMO).

Exemplo 1.3 (Pre-Regional Mathematical Olym-
piad (Pre-RMO), 2017, Problema 5, |

v, w numeros reais em progressao geométrica tais

). Sejam w,

que u > v > w. Suponha que
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determine o valor de n.

Solu¢ao. Como os numeros reais u, v e w formam
uma PG de trés termos, entao podemos reescrever

~ . v
u e w em fungao de v da seguinte forma: u = — e

q
w = vq, onde ¢ é a razao da PG. Substituindo na

identidade dada no enunciado,
o\ 40
(1) ==t 0

Pela primeira igualdade em (8) e utilizando as pro-

priedades da poténcia,

o\ 10
(_) — " = gl = 10

60 __ 60

Segue que
40—n n—60
P 40 — q 60

e como as bases dessas poténcias sao iguais, para
que a igualdade seja valida, os expoentes também

devem ser iguais, entao

40 — _
O—n _n=60 940240 —6n

40 60
= 10n =480

= n =48

A seguir, apenas utilizando os conceitos iniciais,

provaremos o resultado sobre produto de termos.

Exemplo 1.4. Seja P, o produto dos n primeiros

termos de uma PG, ou seja,

n
Pn:Haj:al‘agn.nan,yan.
J=1

n(n—1)

Mostre que P, = aj - q

Solugao. Utilizando (6) para cada um dos termos

do produto,

Pn = a1-0A9 " ... Ap—1 Ay

= ar-(aq) - (a1¢4"?) - (g™ )
— anq1+2+---+n72+n71

- 1

_ a?qn(néfl)

Na tltima igualdade usamos que a soma dos n — 1

primeiros nameros naturais ¢ dada por

n(n—l)‘

1424+ .. 4(n—=2)+(n—-1)= 5

[ |

O argumento de produtos telescopicos utilizado
para obter as formulas (5) e (6) também tem sua
importancia no contexto olimpico como uma fer-
ramenta que permite a resolucao de questoes en-
volvendo sequéncias que possuam em sua recorrén-
cia com o principio multiplicativo igual ou similar
das PGs. Este tipo de argumento pode ser visto a
seguir do problema extraido da American Mathe-
matics Competition, que é uma competicao estadu-
nidense e que funciona também como uma seletiva
para determinar a equipe olimpica dos Estados Uni-
dos que irda competir nas Olimpiadas Internacionais

de Matemética.

Exemplo 1.5 (American Mathematics Competi-
tion (AMC), 1999, 12, Problema 13, [2]). Defina
uma sequéncia de nimeros reais ai, as, as, ... por
ap =1ead,, =99}, para todo n > 1. Determine

o valor de ajqp.

Solugao 1. Utilizando a recorréncia, escrevemos to-

das as relagoes desde ajgy até as,

3 3
100 99 - agg
3 _ 3
ag = 99-a3
a3 = 99-al.

Vamos proceder como em (3), fazendo o produto

telescopico e cancelando sistematicamente o termo
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do lado direito da igualdade com o termo da linha

imediatamente inferior que esta do lado esquerdo,

@y 99 iy
"= ek

s

@B o= 99-a}

3 —

de modo a obter
ajoo = 997 - a7,
99% . portanto

— 50 g3 —
Como a; = 1, entao ajy, =

a100 = V9999 = 9933,

Solucao 2. Extraindo a raiz ctibica em ambos lados

da identidade a},; = 9942, obtemos
Apy1 = V3 9961”,

portanto, via Defini¢ao 1.1, a sequéncia é uma PG
em que a; = 1 e ¢ = v/99. Pela formula do termo
geral (6),

99 3 9 33
Q100 = a14 =1-< 99) = 99°°,

O exemplo a seguir, extraido do Banco de Ques-
toes preparatorias para a Olimpiada Brasileira das
Escolas Publicas de 2018, nos da uma perspectiva
de como o assunto se relaciona com a area de Teoria

dos Numeros.

Exemplo 1.6 (Olimpiada Brasileira de Matema-
tica das Escolas Publicas (OBMEP), Banco de
Questoes, 2018, Problema 26, |

11 e 12 podem pertencer a uma mesma progressao

]). Os ntmeros 10,
geométrica?

Solu¢ao. Vamos supor, por absurdo, que 10, 11 e
12 fazem parte de uma mesma PG de razao q. Con-

sidere r, s e t nimeros naturais distintos, tais que:

0=a41=0a1-¢ =

l=as1=a1-¢ = a=—, (10)
qS
12
12 = Q41 = Q7 - qt = a; = ? (11)
Dai, igualando as fragoes (9) e (10):
10 11 g 11
PR T
12
o (12)
L Tik
E as fragoes (10) e (11):
1112 ¢ 12
4 - Fo1
¢ q ¢° 11 (13)
= t—s __ E
LT

Objetivando que os expoentes da razao ¢ fiquem
iguais, elevaremos o resultado obtido em (12) a t—s

e o resultado de (13) a s — r,

s—r t—s
12V e - (M)
11 10

Utilizando o primeiro e o altimo termo da igualdade

acima temos,

1075 1257 = 11" . 11577
1075 . 125" = 11(t—s)+(5—r)
(2 5)15—5 . (22 L 3)T = 116"
2t+572r . 3377" . 52575 — 112577’
2t+s—2r .35 5t—s X 11r—t —1.

¢l

A identidade acima nos diz que estamos escrevendo
o numero 1 como produto de poténcias dos niimeros
primos 2, 3, 5 e 11, portanto, a tnica solugao ocorre
quando todos os expoentes sao nulos formando os

seguinte sistema:

t+s—2r = 0
t r

s—r =0
= s = r

t—s =0
t S

r—t =0

Ou seja, r = s = t, um absurdo, pois supomos
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inicialmente que r, s e t eram numeros naturais
distintos. Logo, 10, 11 e 12 nao podem pertencer a

uma mesma PG. [ |

Uma PG de termos positivos e cuja razao é
maior do que 1, possui um rapido crescimento, mas
é rapido mesmo! Por exemplo, vocé aceitaria tra-
balhar em um lugar que lhe pagassem 1 centavo,
mas dobrassem o seu salario a cada més? Sem pen-
sar muito, a resposta provével seria um belo “nao!”,
porquanto vocé notou que nos primeiros meses de
oficio, iria receber em reais a; = 0,01, ay = 0,02,
az = 0,04, ay = 0,08, a5 = 0, 16, nesse ponto vocé
j& recusaria de imediato. Mas usando a expressao

dada em (6), teriamos
asy = 0,01 - 2% = 5.368.709, 12,

ou seja, em cerca de 30 meses vocé estaria, pro-
vavelmente, recebendo um dos maiores salarios do
mundo.

Esta questao também é abordada no famoso e
incrivel livro “O Homem que Calculava” [20], do au-
tor Malba Tahan, pseuddénimo do brasileiro Julio
César de Mello e Souza, quando traz uma lenda
sobre o pagamento pela criacao do jogo de xadrez.
Nao vamos dar nenhum “spoiler” sobre o livro. Con-
vidamos vocés a leitura do breve texto na revista E
Matematica, Oxente! sobre esta obra na edigao de
Setembro de 2018 |

livro.

|, assim como a leitura deste

Soma dos Termos de uma PG

Agora investigaremos como somar 0s primeiros
termos de uma PG e, em uma situagao especial,
veremos até mesmo a soma para infinitos termos.

Considere S,,, a soma dos n primeiros termos de

uma PG, ou seja,

n

Sn:Zaj =a1t+ar+..+a,-1+a,.

i=1

Nosso objetivo serd encontrar uma expressao

que nos permita descobrir 5, sem a necessidade de

desenvolver todos os n célculos de cada termo.

Note que
qS, = qzn:aj =qlar+as+ ... +an_1+ay,)
= aqu::_ a2q + ... + ap—1q + anq
= ag+as+ ... +a, + anq,
portanto,
Sn(g—1) = S —5n

= g5t o5+ ... +aqg+ayq
—(a1 + g5+ ... + Q=1+ 07)

= anq — aj.

Reorganizando a expressao, para g # 1, obtemos:

anq — ay

S, =
qg—1

)
ou seja, quando for conveniente, podemos utilizar
a expressao do termo geral em a,, de modo a obter

uma expressao para S, apenas em fungao de a; e q,

ar(q" — 1)'

S, =
q—1

(14)
Veremos como aplicar estes conceitos resolvendo o
seguinte problema da Olimpiada Cearense de Ma-

temética.

Exemplo 1.7 (Olimpiada Cearense de Mate-
matica (OCM), 1991). Determine a soma dos
n primeiros termos da sequéncia: 1, 1 + 2,
1+ 2 + 22 1 4+ 2 + 2% + 23 .. ,
1+2422 428+ .. 4201,

Solug¢ao. Para uma melhor visualizacao, escrevemos

os termos da sequéncia até a posicao n,

ap = 1

a, = 142

a3 = 1+2+22

Upg = 14+24.. 4273

Up1 = 1+2+2%24 .. 272

a, = 1424224 .. 42024201
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Podemos observar que cada a;, (linha) corresponde
a soma dos k primeiros termos de uma PG, cujo pri-
meiro termo é igual a 1 e a razao é igual a 2. Assim,
cada termo ay corresponde a soma dos k primeiros
termos da sequéncia descrita anteriormente. Utili-

zando a formula dada em (14),

1-(2F—1)

ap=14+2+224+ .. 421 = 51 =92k _1.
Assim,

ay = 21 -1

(05} = 22 —1

Ap—1 = -l 1

a, = 2"-—1

Somando todos os termos acima, obtemos

a,+as +as+ ...+ ap_o+ ap_1+ ap

=2l 142214 ...+ 14271

=21+ 224+23 4 .. 42n 240l 49 —
21 (2" —1)

21

=27l — (n +2).

Na peniltima igualdade usamos, novamente, a
soma dos termos de uma PG cujo primeiro termo e
a razao sao iguais a 2.

Exemplo 1.8 (OBMEP - Banco de Questoes 2014,

Problema 10, [12]). Calcule a soma

1+11+ 111+ 1111+ ... +111...11.

Y

n 1’s

Solugao: Reescreveremos os termos da sequéncia

como somas de poténcias de 10 até a posicao n.

ay = 100
a9 = 100 + ].01
U1 100 4+ 101 4 ... + 102

a, = 10°4+10'+ ... +10"24 10!

Note que cada a; (linha) corresponde a soma dos

J primeiros termos de uma PG, no qual o primeiro
termo é 10° e a razao é 10. Portanto, usando a
formula dada em (14),

_100-(10 —1) 109 -1 10/

1
Y01 T 9 T 9w

com 1 < 5 <n. Deste modo,

100 1

a = — —=
9 9

102 1

ay = — ==
2 9 9

0t 1

p-1 = 9 -
10" 1

ay, = — — =
9 9

e somando todos os termos, obtemos

a;+ag+as—+ ...+ a2+ an_1+ ay,

10! 1+102 1+ +1on 1
9 9 9 9 T 9 9
B 101+102+ +1on n
L9 9 79 9
101-(10"—1)

_ 1(0—1 _n

109 9

=_— . (10" —1)— =

81 ( )

Perceba que no numerador utilizamos novamente a
soma dos termos da PG, cujo primeiro termo e a

razao sao iguais a 10. |

Observacao 1.3. Essa questao traz um ponto bas-

tante importante. Se um nimero A na base 10 tem

escrita da forma gaa...aaa , entao podemos escre-
—

n digitos a
ver

A = gaaa..acaq =a- 111...111
— —_—
n digitos a n digitos 1

a

= 2. 999..999 =
g = T
n digitos 9

(10" — 1).
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Se por um lado razoes maiores do que um pos-
suem crescimento rapido, se agora a razao ¢ satis-
faz —1 < ¢ < 1, ou seja, |¢| < 1, podemos calcular
até mesmo a soma de infinitos termos de uma PG,
denotada por S,,. Nao aprofundaremos aqui, pois
ha a necessidade do conceito de limite de sequén-
cias. Entenderemos esse fato por meio de uma no-
¢ao intuitiva de pensamento. Se a razao é tal que
0 < |g| < 1, entdao multiplicando por |g|, teremos
0 < |q/* < |q] < 1. Refazendo esse passo sucessi-
vas vezes concluimos que 0 < [¢]" < [¢|"™! < ... <
lq|* < |q| < 1, isso significa que as poténcias de |g|"
estao ficando cada vez menores. Vamos considerar
um exemplo particular apenas para ilustragao. Se
g = 0,1, perceba que ¢*> = 0,01, ¢ = 0,001, de
modo que

q" = 0,00...001.

——

n zeros

Vocé consegue perceber para qual valor ¢" esta “con-
vergindo”? O que acontece, nao provaremos aqui,
contudo note que se n tende a infinito (correspon-
deria a somar infinitos termos em S, ), entao |g|™ fica
cada vez menor e tende para zero, de modo que ao

considerarmos a soma dos infinitos termos teremos:

:&1(0—1) _ —a _ aq (15)
g—1 1-gq

Seo
q—1

Vejamos uma aplicacao em um exemplo extraido

do ITA.

Exemplo 1.9 (Instituto Tecnolégico de Aeronéu-

tica (ITA), 1975, Problema 13, |
2 3 4
1 — — — — e
Tetits T

). A expressao

vale

Solugao: Para facilitar a visualizagao, vamos es-
crever os denominadores da expressao em forma de
poténcia de 2,

1 2 3 4 5
o g Tttt

Podemos observar que os numeradores e os de-
nominadores estao determinando duas sequéncias.
Nos numeradores, a sequéncia é uma PA de razao
1, cujo n-ésimo termo é n. Ja nos denominadores,

ha uma PG de razao 2, na qual o n-ésimo termo é

27~ Assim, cada termo do somatoério é o produto
dos n-ésimos termos de uma PA com uma PG. De-
notando por S a soma inicial, perceba que podemos

escrevé-la da seguinte forma:

S =1

n — 1 vezes

Podemos reescrever S da seguinte forma:

Note que, dentro de cada parénteses, ha uma soma
infinita de termos de uma PG, e todas as PGs pos-
suem razao igual a 1/2. Assim, usando (15) obte-

1mos:

Exemplo 1.10 (American Mathematics Competi-
tions (AMC), 2016, Problemas 12B, Problema 14,
modificado,|3]). Em uma PG cujo segundo termo
é igual a 1 e a soma infinita dos termos é positiva,

qual é o menor valor possivel para essa soma?
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Solugao. Seja q a razao da PG. Como as; = 1, entao

pela recorréncia
a=a-¢q=1 = a = -

Por (15) a soma da PG infinita é

1
0 _ 1
q-(1—q)

Como por hipoétese esta soma é positiva, entao

See >0 = ————
q-(1—q)

= ¢ (1-9) 20

Pela Desigualdade das Médias, a qual garante que o
valor da Média Aritmética entre quaisquer nimeros
¢ maior do que ou igual ao valor da Média Geo-
métrica entre eles, considerando entao o caso com
dois numeros, tomando ¢ e 1 — ¢, fazendo as mé-
dias arimética e geométrica entre eles e usando a

Desigualdade das Médias (ver [3]), obtemos

q+(1—q)
2

(observe que faz sentido calcular /¢ - (1 — ¢) uma
vez que provamos que ¢ - (1 —¢) > 0). Elevando

> Vg (1—q) (16)

entao a expressao (16) ao quadrado, e organizando

os termos, vamos obter

1 1

—2>2q-(1-q) = ———— 24

4 ( ) q-(1—q)
= S, >4.

Portanto, o menor valor assumido pela soma in-
finita de uma PG com essas condigoes da hipotese
é 4.

|

Observacao 1.4. Uma questao importante e in-
teressante a observar é que as somas infinitas nao
sao objetos simples, mais precisamente, nem sem-
pre é facil decidir se uma soma infinita de termos
“converge” para um valor finito, e quando houver a

convergéncia, qual é este valor. Por exemplo, con-

siderando a soma infinita:

1 1 1
1+—+—+...+E+ + ..

2 3 n+1

intuitivamente, como os termos estao diminuindo
cada vez mais, isso nos da a impressao que se n é
muito grande entao a contribuigao de % sera muito
pequena (e proximo a zero) para esse somatorio, o
que nos da a impressao que ha um valor “limitante”
a0 somarmos esses infinitos termos, mas isso nao é
verdade. O somatoério é infinito e é conhecido como
Série Harmonica. Recomendamos a leitura do ar-
tigo |4] para conhecer um pouco mais sobre este ob-
jeto. Ainda sobre a observacao, é possivel escrever
as famosas constantes 7 e e como somatorios infini-
tos (néo nos adentraremos, é a nivel de curiosidade)

da seguinte forma:

Problemas Propostos

Problema 1.1 (Olimpiada Brasileira de Matema-
tica (OBM), 2011, Nivel Universitario, Primeira
Fase, Problema 1, |

Sy

m>0 n>0

|). Calcule o valor de

Problema 1.2 (Polos Olimpicos de Treinamento
Intensivo (POTI), Algebra, Nivel 2, Sequéncias,
[10]). 2 e

n = 30,1+ 1. Determine a soma a; +as+... +a,.

Uma sequéncia é definida por a; =

Dica: Reescreva a,, — a,_1 em funcao de seus ter-
mos anteriores, em seguida utilize o argumento de

produtos telescopicos.

Problema 1.3 (Olimpiada Matemdtica Espariola,
Fase Nacional, 2016, Concurso Final, Barcelona,
Problema 1,

aritmética e (g, )nen Uma progressao geométrica tais

[7]). Sejam (a,)nen uma progressao
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que: a1 = g1 # 0, as = go, a19g = g3. Prove que para
cada inteiro positivo p existe um inteiro positivo m

tal que g, = an,.

Dica: Se necessitar de conceitos envolvendo Pro-

gressoes Aritméticas, veja [21].

Problema 1.4 (Indian Statistical Institute (ISI)
entrance Bachelor of Statistics (Honours), 2003,
Problema 3, modificado, [6]). Suponha que a, b e
¢ sao trés nimeros reais distintos que estao, nesta

ordem, em PG e satisfazem
a+b+c=xb.

Prove que x < —1 ou = > 3.

Problema 1.5 (Polos Olimpicos de Treinamento
Intensivo (POTI), Algebra, Nivel 2, Recorréncia,
[9]). Seja (a,) uma PG. Mostre que P2 = (a; - a,)",
em que P, corresponde ao produto dos n primeiros

termos da PG, ou seja, P, = aj - as - ... - a,.

Problema 1.6 (Olimpiada Pernambucana de Ma-
tematica (OPEMAT), 2016, nivel 3, Problema 8,
[15]). Um tapete de Sierpinski pode ser construido
da seguinte forma: A partir de um quadrado de
lado 1 dividimos cada lado em k partes iguais onde
k é impar e maior ou igual a 3, dividindo assim
o quadrado de lado 1 em k? subquadrados iguais.
Remova o subquadrado central. Agora divida cada
um dos subquadrados restantes novamente em k2
subquadrados iguais e novamente remova os sub-
quadrados centrais. Repita o processo em cada um
dos novos subquadrados restantes e assim por di-
ante. O Tapete de Sierpinski é a figura que sobra
ap6s a remocao dos subquadrados em cada etapa.

Qual a area do tapete de Sierpinski?

Problema 1.7 (Revista Professor de Matematica
(RPM), Logaritmos - Um curso alternativo, Proble-
mas Basicos, 2% ilustragao, [5]). Quantos quadrados
sao necesséarios para “cobrir” o Brasil, supondo o
processo indicado na figura em que o quadradinho
inicial tem 1 cm de lado e o quadrado externo tem
lado igual a 4.500 km?

Problema 1.8 (Olimpiada Brasileira de Matemé-
tica das Escolas Publicas (OBMEP) - Banco de
Questoes 2018, Problema 10, [13]). Um jogo ¢ com-

posto das seguintes regras:

(i) Em cada rodada, ocorre o langamento de um

dado comum nao viciado.
(ii) Se sair o ntimero 3, entao o jogador A ganha.

(iii) Se sair um dos nimeros do conjunto {4,5,6},

entao o jogador B ganha.

(iv) Se sair um dos nimeros do conjunto {1,2},
entao o dado é lancado outra vez até resultar

em 3 ou 4 ou 5 ou 6.
Qual a probabilidade do jogador B vencer?
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2. Curiosidades

O Enigma de Einstein

Allana Mylena Gomes de Amorim?

Caros leitores, vocés ja ouviram falar do “O Enigma
de Einstein”, também conhecido como “Teste de
Einstein”, e por que ele nao foi criado pelo proprio
Einstein?

Na edicao de namero 27 do Jornal E Matemé-
tica, OXENTE! [2], o problema 3 da se¢ao “Proble-
mas’ referente a Olimpiada Brasileira de Racioci-
nio Logico (OBRL) - 2021 - 12 Fase - Nivel Gama
aborda uma situagao com 3 personagens, em que
cada um tem uma caracteristica propria e distinta.
Sao dadas dicas a fim de ser possivel relacionar cor-
retamente cada personagem com suas caracteristi-
cas. Tal desafio l6gico envolvido na resolucao do
problema citado acima esta relacionado ao “Teste
de Einstein”. No entanto, nao ha nenhuma com-
provacao que de fato foi Einstein quem o escreveu.
Inclusive, é mais facil pensar que seu nome foi dado
ao problema com o intuito de conquistar populari-
dade.

No livro “O Enigma de Einstein” [3], de Jeremy
Stangroom (2011), é apresentado o desafio logico
com a premissa que apenas 2% da populacao seria
capaz de soluciona-lo. Porém, é razoavel pensar que
¢ possivel para os outros 98% da populagao resolvé-

lo, pois o problema envolve apenas raciocinio légico,

podendo ser relacionado as nogoes mais elementares

sobre conjuntos, relacoes, e até mesmo funcoes.

O enigma é o seguinte:
H4& cinco casas diferentes e em cada uma ha 5

caracteristicas distintas atribuidas. Sao elas: cor,

nacionalidade, bebida, cigarro e animal. Mais deta-

lhadamente:

(I) Cor: amarelo, azul, branco, verde e vermelho;

(IT) Nacionalidade: alem&o, dinamarqués, inglés,

noruegués e sueco;
(IIT) Bebida: &gua, café, cha, cerveja e leite;

(IV) Cigarro: Blends, Blue Master, Dunhill, Pall
Mall e Prince;

(V) Animal: cachorros, cavalos, gatos, passaros e

peixes.

As dicas sao:

1. O inglés mora na casa vermelha;

2. O sui¢o tem um cao como animal de estima-

Gao;
3. O dinamarqués bebe cha;

4. A casa verde fica imediatamente & esquerda

da casa branca;
5. O dono da casa verde bebe café;

6. O proprietario que fuma Pall Mall tem um

passaro;
7. O dono da casa amarela fuma Dunbhill;

8. O proprietario morando na casa do centro
bebe leite;

9. O noruegués mora na primeira casa;

10. O dono que fuma Blends mora ao lado do que

cria gatos;

11. O proprietario que cria um cavalo mora ao

lado do que fuma Dunbhill;

IDiscente do Curso de Licenciatura em Matematica da Universidade Federal Rural de Pernambuco e monitora do Jornal
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12. O dono que fuma Blue Masters bebe cerveja;
13. O alemao fuma Prince;
14. O noruegués mora ao lado da casa azul;

15. O proprietéario que fuma Blends mora ao lado

do que bebe dgua.
A pergunta é: quem é o dono do peixe?

Uma boa estratégia para respondé-la é:

Inicialmente construir uma tabela para facilitar
a relagao e visualizacao das informagoes ja conheci-
das com as que ainda faltam. Tal tabela teria como
colunas as casas e como linhas as caracteristicas,

por exemplo.

Tabela 1: Construgao inicial da tabela

Casal | Casa2 | Casa3 | Casa 4 | Casa b

Cor

Origem

Bebida

Cigarro

Animal

Depois iniciar com as dicas que contém afirma-
¢oes claras, como : “O noruegués mora na primeira
casa”, “O noruegués mora ao lado da casa azul” e “O
proprietario morando na casa do centro bebe leite”.

Observe os exemplos dados na construgao a seguir.

Tabela 2: Preenchimento das informacoes fornecidas

Casa 1 Casa2 | Casa3 | Casa4 | Casab
Cor Azul
Origem | Noruegués
Bebida leite
Cigarro
Animal

Em seguida, classificar as dicas em possiveis ca-

sas. Por exemplo, dadas as dicas acima sabemos

que a cor verde pode ser da casa 2 ou 3, pois pela
dica 4 a casa verde fica do lado esquerdo da casa
Branca. Além disso, pela dica 5, o dono da casa
verde bebe café. Assim, a cor verde s6 pode ser da

casa 4 o que implica que a casa 5 é branca.

Tabela 3: Classificagdo das dicas em possiveis casas

Casa 1 Casa 2 | Casa3 | Casa4 | Casab
Cor Azul Verde | Branca
Origem | Noruegués
Bebida leite Café
Cigarro
Animal

Seguindo dessa forma, ao final havera dicas que
dependem da tentativa e estimativa feita, que por
fim completam a tabela.

De modo geral, apesar do “Enigma de Einstein”
nao ser necessariamente proposto por ele e nao ser
restrito para apenas 2% da populacdo, a verdade é
que ele é um exercicio do pensamento légico. Po-
dendo ser trabalhado por professores para engajar
os alunos em assuntos como teoria dos conjuntos,
relagoes, e também integrar com a construgao de
tabelas. Verificamos que questoes com a mesma
proposta podem ser vistas tanto em provas da Olim-
piada Brasileira de Matemética das Escolas Publi-
cas (OBMEP), por exemplo nas de 2023 - Nivel 2
- Q.18 e 2018 - Nivel A - Q.20, quanto no banco
de questoes da OBMEP de 2018 - Nivel 1 - Q.12.
Além disso, para nossos leitores também pode ser
uma forma de descontrair e exercitar o pensamento

logico.

Referéncias

[1] SIMOES, MARcio. O PROBLEMA QUE EINs-
TEIN NAO CRIOU: QUEM E O DONO DO PEIXI-
NHO?. IMAGINARIO PURO, 2019. DISPONIVEL
EM: HTTPS://IMAGINARIOPURO.WORDPRESS.COM/2
019/05/07/0-PROBLEMA-QUE-EINSTEIN-NAO-CRI
OU-QUEM-E-0-DONO-DO-PEIXINHO/. ACESSO EM:
01, NOv. DE 2023.
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[2] E MATEMATICA, OXENTE!: O JORNAL DE
MATEMATICA OLIMPICA. DISPONIVEL EM: HT
TPS://EMATEMATICAOXENTE.COM.BR. ACESSO EM:
04, Nov. DE 2023.

[3] LITERATURA E EDUCAGAO : GENEROS, POLITI-
CAS E PROPOSTAS / organizacao Maria Amélia
Dalvi...[et al.]. - Campos dos Goytacazes, RJ : Bra-

sil Multicultural, 2018. p 46.

3. Indicacoes de Leituras

O Livro da Matemaéatica

Roberta Elaine Domingos de Aratjo?

A obra “O Livro da Matematica” faz parte da
colecao best-seller As grandes ideias de todos os tem-
pos que tem mais de 20 titulos publicados de assuntos
tao diversos como filosofia, economia e historia, entre

outros.

O Livro da Matematica esta repleto de explicagoes
concisas, sem formalidades, com infograficos que des-
complicam teorias complexas e citacoes que facilitam a
visualizacao e memorizagao dos conceitos, além de ilus-
tragoes que complementam e brincam com nossa com-
preensao dos nimeros.

Nele podemos observar a Matematica em cronolo-
gia, com a jornada histérica dos humanos descobrindo
a matematica como modo de classificd-la e arranja-la de

forma ordenada. Iniciando no século IX a.C. na China,

essa historia vai passando por textos indianos de 100
d.C., por arabes da Idade Média, pela Europa renas-
centista e finalmente pelos enigmas modernos como Su-
doku. Por exemplo, na Introducao fala-se sobre qua-
drados mégicos, que sao arranjos de niimeros em tabe-
las com a mesma quantidade de linhas e colunas nos
quais a soma de cada linha, coluna e diagonal é sempre
igual, abordando de maneira interessante uma das mais
antigas formas recreativas da Matematica.

O capitulo, Século XIX, traz uma explanagdo so-
bre matrizes cujas aplicagcoes podem ser observadas na
matematica, fisica e ciéncia da computacao. Neste tul-
timo exemplo, encontramos aplicabilidade em compu-
tacao grafica e na descricao do fluxo de um fluido. A
evidéncia mais remota conhecida de tais arranjos data
de 2600 a.C. na Civilizagao Maia da América Central.
Alguns historiadores creem que o povo maia resolvia
equacgoes por meio de manipulagoes dos ntimeros em li-
nhas e colunas, citando como evidéncia decoragoes que
parecem grades em monumentos e trajes sacerdotais.

Este livro tem muitas das grandes ideias em mate-
matica, as descobertas mais antigas até algumas mais
recentes, numa linguagem acessivel, descrevendo de
onde vieram, quem as descobriu e o que as tornam signi-
ficantes. Dessa forma, com a sua compreensao ao longo
da Historia e da visao das pessoas e sociedades em que
foram descobertas, podemos apreciar toda a beleza do
conhecimento que a Matematica pode nos proporcionar.

Por isso é uma leitura complementar e envolvente
tanto para curiosos no assunto quanto para os estudan-

tes mais entusiasmados.

Referéncias.

[1] O Livro da Matemaética / editor consultor Karl
Warsi; tradugdo Maria da Anunciacao Rodrigues.
-1.ed.- Rio de Janeiro: Globo Livros, 2020.

4. Quem pergunta, quer saber!

Revista do Professor de Matematica
(RPM, n? 39, p.58)

Severino Barros de Melo?

2Discente do Curso de Licenciatura em Matematica da Universidade Federal Rural de Pernambuco e monitora voluntaria

do Jornal E Matematica, OXENTE!
3Docente da Universidade Federal Rural de Pernambuco
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Quando estamos diante de problemas de geome-
tria, muitas vezes se faz necessério a introdugdo de um
elemento auxiliar, presente de modo implicito no enun-
ciado. A insercao deste elemento torna-se chave para
a descoberta do caminho rumo & solugdo do problema.
Essa situagao se verifica na questao seguinte com rela-
¢do ao segmento OM . A pergunta foi feita & Revista
do Professor de Matematica (RPM, n.39, p.58) por dois

professores de Matematica de Teresina (PI).

Pergunta:

Determinar a area do circulo da figura, sendo dados
OCA = 120°, AC =4 c¢m, e BC =6cm.

Resposta da RPM:

A reta perpendicular & corda AB, pelo ponto O,
que é o centro da circunferéncia, corta a corda em
seu ponto médio M, logo: BM = MA = 5 e, entéo,

CM = 1. No tridangulo AOMC, retangulo em M, te-

M 1
mos cos 60° = ¢ —, entao OC = 2.

~0C 2

"/

B

No AOCA conhecemos, entao, o dngulo de 120° e
seus lados adjacentes OC = 2 e AC = 4; logo pela lei

dos cossenos, podemos escrever:

1
R? =122 +4%2 - 2.2-4c0s(120°) = 20 — 16(—5) = 28.

A area do circulo é 287em?2.

5. Solucgoes de Olimpiadas

I Copa Nordestina de Matematica

Nesta edicao apresentaremos a resolucao das ques-
toes da prova da I Copa Nordestina de Matemética
(CONEMAT), realizada em Julho de 2023.

Problema 5.1. Um bidigito de um ntimero é qualquer
numero formado por dois algarismos consecutivos desse
ntmero. Por exemplo, 35 e 52 sao bidigitos de 352, ja
o 32 nao é bidigito de 352. Seja n um ntmero natu-
ral. Um ntmero X é chamado de n-cangaceiro, se X
for obtido através da multiplicagdo de todos os alga-
rismos e todos os bidigitos de n. Por exemplo, 1656 é
123-cangaceiro, pois 1656 = 1-2-3-12-23. O numero

2034 & n-cangaceiro para algum n?

Solugdo. A fatoragdo em primos do numero 2024 é
23 . 503, sendo assim, nao existe tal ntmero, pois 503
nao pode ser nem digito e nem bidigito de um ntimero.

O]

Problema 5.2. Julio escreveu em seu caderno todas
as equacoes da forma z? 4+ ax + b = 0 que possuem
duas raizes inteiras e distintas tais que a e b sao nime-
ros inteiros satisfazendo a inequacao —2 < 2a + b < 2.

Encontre todas as equagoes escritas por Jilio.

Solugdo. Primeiramente note que sendo « e 5 as raizes

de 22 4+ ax + b = 0 temos que

2 +ax+b=(z—a)(z—B).
Dai, 44+ 2a+b = (2 — a)(2 — ), o que nos da
2<(2—a)(2-0)<6.
Como « e [ sao inteiros entao (2 — a)(2 — ) =
3,4 ou 5..

Entao temos os seguintes casos:

1): 2—a)=1,(2—-8) =3, o que nos da a = 1,
8=

—1 e a equacdo z2 — 1;
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Os casos em que (2 —a) = 2,(2 —
0,(2—

distintas.

F(2-a) =

P (2-a) =

c(2—a) =

—a)=-1,2- ) =

( —3, 0 que nos da o = 3,
B =5 e aequacio 22 — 8z + 15;

1,(2—=8) =4, o que nos d& a = 1,
B =—2e aequacio 2% + x — 2;

a)=-1,(2-p) =

(2 - —4, 0 que nos da o = 3,
B =6 e aequacio 2 — 9z + 18;

1,(2—-p) =5, 0 que nos dad o = 1,
B = -3¢ aequacio z2 + 2z — 3;

—1,(2—pB) = =5, o que nos d& a = 3,
B =17 e aequacio x> — 10z + 21;

B)=2c(2-a)=
B) = 0 foram excluidos pois nao fornecem raizes

Dese modo, encontramos todas as equacoes

escritas por Jilio.

O]

Problema 5.3. Um numero natural a é chamado nor-

destino se para todo natural n o nimero p, = a3 +

3a™ 4+ 3 é composto.

a)
b)

c)

Solugao.

Mostre que 3 e 8 sao ntimeros nordestinos.

Mostre que existem mais de 600 niimeros nordes-

tinos no conjunto {1,2,...,2023}.

Mostre que existem mais de 800 niimeros nordes-

tinos no conjunto {1,2,...,2023}.

a) Observe que se a = 3 entdo p, = 33+
33" + 3 é multiplo de 3 para todo n natural. Se
873 4+ 38" 4+ 3 ¢ multiplo de

7 para todo n natural.

a = 8 entao p, =
Desse modo 3 e 8 sdo

nordestinos.

Note que se a = 0 (mod 3), entdo p,, é composto.

Sabemos que ha 674 de tais ntumeros.

Observe que se a = 1 (mod 7) entao p, é com-
posto. Sabemos que ha 230 desses numeros.
A intersecdo corresponde aos numeros a = 15
(mod 21) cuja quantidade é 96. Assim obtivemos
ao menos 808 ntmeros nordestinos.

O]

Problema 5.4. Abaixo, temos o triangulo ABC, no

qual é possivel marcar o ponto E no seu interior, e o

ponto @Q em AC, de modo que AB = CE, {BCE =

AFAC e ABAE = AECA = LQEC = 30° —

£BCE

B

a)
b)

Solugao.

o
9]

Mostre que o triangulo ABE é isosceles.

Encontre os angulos do triangulo ABC.

a) Como /BAE = /ECA e /BCE =
/EAC, podemos concluir que o tridngulo ABC
é isosceles de base AC, sendo AB = BC. Logo,
o tridngulo BCFE ¢ iso6sceles de base BE, sendo

ZEBC = /ZBEC =90° — ABQCE.

Somando os angulos do tridngulo ABC e lem-

/BCE
brando que /BAEF = /ZECA = 30° — 20 ,

temos:

LABE + Z/EBC + Z/BCE+
LECA+ LEAC + £ZBAE = 180°

Essa equagao é quivalente a

ZABE +90° — £BOE
/BCE +30° — ZBCE%—
/BCE
/BCE + 30° — ¢ = 180°.
Desse modo,
/ABE = 30° — AB;’E.

A ultima igualdade mostra que o triangulo ABE
é isosceles de base AB, pois ZABE é isosceles de
base AB, pois ZABE = Z/BAE.

Note que o triangulo CEQ ¢é isésceles de base
. /ZBCE
CE, ja que ZECA = ZQEC = 30 — 5

o que implica na congruéncia entre os tridngu-
los ABE e CEQ pelo caso ALA, pois sao isésce-

les com os mesmos angulos nas bases e AB =
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CE. Tal congruéncia revela que o tridngulo
AQE é isosceles de base AQ), pois AE = EQ,
donde ZAQF = ZFAQ = «£BCE. Final-
mente, pelo teorema do angulo externo, temos
LZAQFE = ZQEC + LECQ, o que é equivalente a
/BCE = 30° — % + 30° — 2B E, donde
/ZBCFE = 30°. Portanto, os angulos internos do
triangulo ABC' sao 45°, 45° e 90°.

O]

Problema 5.5. O professor Samuel escreveu uma lista
de niimeros inteiros no quadro e disse para seus alunos
que a cada segundo eles poderiam escolher dois deles,
digamos p e ¢, e troca-los por p+q e |p —¢q|. A lista
a seguir exibe um exemplo de uma sequéncia de trocas

possivel:
1,2,3—3,1,3—4,2,3—6,2,3.

Sealistal,2,3,4,5,6,7,8 é transformando por meio
de trocas em 8 ntimeros iguais a k, quais os possiveis va-

lores desse ntimero?

Solugao. Se p é um ndmero primo fmpar, p divide p e
q se, e somente se, p divide p+ ¢ e |p — g. Portanto, se
h& um divisor primo fmpar em k, entao ele deve dividir
todos os ntmeros iniciais. Isso é um absurdo. Logo, k é
uma poténcia de 2. Logo, k é uma poténcia de 2. Como
qualquer operacao com 8 ira criar um niimero maior que
8, o valor de k é pelo menos 8. Vamos mostrar que k
pode ser qualquer ntimero da forma 2" com n > 3. Pri-
meiramente, vamos mostrar como exibir uma lista com

8 niimeros iguais a 8:

1,2,3,4,5,6,7,8—6,2,3,4,5,6,8,8 —
6,4,3,4,5,8,8,8 +6,4,2,4,8,8,8,8 =
8,4,4,4,8,8,8,8 = 8,8,0,4,8,8,8,8 =
8,8,4,4,8,8,8,8 =+ 8,8,8,0,8,8,8,8 =
8,8,8,8,8,8,8,8

Uma vez que tenhamos criado uma lista com 8 nt-
meros iguais a a, podemos gerar novas listas com os

dobros desses niimeros operando com pares deles:
a,a — 2a,0 — 2a, 2a.

Assim, podemos gerar como valor de a todas as potén-

cias de 2 com expoente maior ou igual a 4. O

6. Eventos

Fiquem Ligados!!!

e 552 Programa de Verao 2024
— Local: Universidade Federal de Pernambuco
(UFPE)
— Data: 02 de Janeiro a 15 de Marco de 2024
— Mais informacgoes: https://sites.google

.com/view/verao2024/

e XIII Escola de Verao em Matematica da
UFS

— Local:
(UFS)

— Data: 08 de Janeiro a 02 de Margo de 2024

Universidade Federal de Sergipe

— Mais informagoes: https://verao.mat.uf
s.br/

e Programa de Verao PGMAT UFBA - 2024

— Formato: online
— Data: 08 de Janeiro a 08 de Margo de 2024

— Mais informagoes: http://verao.ime.uf
ba.br/index

e Estagio Supervisionado Obrigatorio: expe-

riéncias na sala de aula de matematica

— Local: CEGEN - Universidade Federal Ru-
ral de Pernambuco (UFRPE)

— Data: 05 a 08 de Fevereiro de 2024

— Mais informagoes: https://www.even3.co
m.br/estagio-supervisionado-obrigat
orio-experiencias-na-sala-de-aula-d

e-matematica-394792/

7. Problemas

Convidamos o leitor a responder alguns problemas.

Divirtam-se!!!
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Enviem as solugoes dos problemas propostos para o

e-mail: ematematicaoxente @gmail. com

Para que apreciemos sua solugdo e o seu nome apa-
reca entre os solucionadores de questoes, o envio do
arquivo (.tex), no modelo disponivel no site, deve ser
realizado até 26/02/2024.

Problema 1. (1 CELL 2021) Seja f : {1,2,...} - R
uma fungao tal que f(n)— f(n+1) = f(n)f(n+1) para

todo n > 1. Sabendo que f(2020) = 1040° © valor de
f(1) é
1 1 1
a) 3 ©) 2091 ¢) 330-
b) 1o d) 1

Problema 2. (GN 2017 - 12 fase) Quantos valores in-
teiros de x no intervalo [1, 100] fazem com que o deter-

minante da seguinte matriz seja multiplo de 37

22 1 7
2 3 4
7T 5 x+42
a) 0 b) 34 c) 64 d) 100.

Problema 3. (22 fase - Nivel 2 XXXV-OBM) Uma
hora poténcia é uma hora cujo formato representa uma
poténcia perfeita de ntimero inteiro com expoente maior
que 1, ou seja, algo no formato ab em que a e b sdo intei-
ros e b > 1. Por exemplo, 03 : 43 é uma hora poténcia
afinal 343 = 73, mas 01 : 10 ndo é uma hora potén-
cia, afinal 110 nao é poténcia exata de ntumero inteiro.
Também 02 : 89 nao é hora poténcia, embora 289 = 172,
pois nao existe a hora 02 : 89 ji que os minutos vao ape-
nas até 60. Quantas horas poténcias existem depois de
00 : 00 e antes de 02 : 597

8. Solucgoes dos Problemas

Nesta edicao apresentamos as solugoes dos proble-
mas propostos da publicagdo vol. 1, n. 27, julho de
2023.

Problema 1. (OBMEP 2015 - 1# fase) O retangulo da
figura possui area igual a 640cm?. Os pontos B e F sdo
pontos médios dos lados AC e AFE, respectivamente.
Qual ¢é a area do tridngulo BDF?

a) 100cm? c¢) 160cm? e) 240cm?
b) 120cm? d) 220cm?

A B C

F

E D

Solugio. * Considerando AC = ED = x; AE = CD =
y, como os pontos B e F sao pontos médios dos seus

segmentos, temos:
AF =FE=Ye¢AB=BC="~.
2 2

Assim, temos

Aacpe = vy = 640;
zy 640

1 > vy
ABF =5 5 9= 5 = g %
1 T 640
ADEF:i'x%:Zy:TZMO;
1 x T 640
ABCD:§‘§'y:Zy:74 = 160.

Dai, Agpr = 640 — (80 + 160 + 160) = 640 — 400 =
240 em?2.

Resposta item e.
O

Problema 2. (OBMEP - 2017 - 12 Fase - Nivel 3) Uma
caixa contém nove bolas idénticas numeradas de 1 a 9.
Uma primeira bola é sorteada, seu ntimero é anotado e a
bola é devolvida a caixa. Repete-se esse procedimento
mais duas vezes, anotando-se também os numeros da
segunda e terceira bolas sorteadas. Qual é a probabi-
lidade de que a soma dos nimeros nas duas primeiras
bolas sorteadas nao seja um multiplo de 3 e a soma dos
nimeros nas trés bolas sorteadas seja um miltiplo de
37

a) c)

[¢]
-~
NeREEN|

b) d)

W= Ol
Ol Wl

4As solucoes dos problemas 1 e 3 foram enviadas pelo leitor Amaro José de Oliveira Filho
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Solugcao. Temos 9 bolas identificadas com os ntameros
entre 1 e 9. Sorteando-se 3 bolas teremos os ntimeros a,
b, c que variam de 1 a 9, ou seja, nosso espaco amostral
¢9-9-9 = 729 eventos equiprovaveis. Note que um
ntmero natural pode ser miltiplo de 3 ou estar a uma
distancia de 1 ou 2 do préximo multiplo de 3. Como
por exemplo temos o 7, que estd a uma distancia 2 de
9 e 0 8 que estd a uma distancia 1 de 9. Assim, a pode
ser escolhido de 9 maneiras, e, para que a + b nao seja
miultiplo de 3, b nao pode assumir 3 dos 9 valores, isto
é, ou nao pode assumir 3, 6 e 9 ou nao pode assumir 1,
4 e 7 ou nao pode assumir 2, 5 e 8. Logo b pode assumir
6 valores.

Para escolher ¢, utilizando o mesmo raciocinio, que-
remos que ele assuma um dos trés valores que tornam
o resultado da soma a + b 4+ ¢ um mailtiplo de 3. Por-
tanto, para satisfazer as condicoes da questao teremos

a-b-c=9-6-3 que éigual a 162 e a probabilidade é
162 _ 2

729 T 9"

O
Problema 3. (OBRL - 2021 12 Fase Nivel Gama) Trés
distintos rapazes: Asteroide; Apocalipe e Artitty mo-
ravam cada um em uma cidade distinta: Barozopolis
(PR); Xique-xique (BA) e Sem-peixe (MG), tendo cada

um uma caracteristica propria: Louro, Moreno e Ruivo,

Cada um com uma tnica profissdo: Escritor de bilhete
da sorte; Testador de Colchao e Testador de toboagua.

Sabe-se ainda:

I. Asteroide é Testador de Colchdo, ndo mora em

Xique-xique (BA) e nao ¢ Louro.

II. Artitty nao é Escritor de bilhete da sorte, mora

em Sem-peixe (MG) e é ruivo.
Entao é correto afirmar que:
a) Apocalipe é moreno.
b) Apocalipe ndo mora em Xique-xique (BA).
c¢) Apocalipe é Escritor de bilhete da sorte.
d) Apocalipe é Ruivo.
e) Apocalipe é Testador de Colchao.

Solugao. Por (II) Artity nao é Escritor de bilhete da
sorte, mas também nao é Testador de colchao, pois por
(I) Asteroide é Testador de colchéo, logo Artity é Tes-
tador de toboéagua.

Dai, Apocalipe é Escritor de bilhete da sorte.

Resposta item c.
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