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Editorial

Caros Leitores,
Para a equipe do jornal E Matematica Oxente, es-
tamos no inicio do ano.

E uma satisfacao iniciarmos com vocés mais uma
jornada rumo a consolidacao cada vez maior de
nosso projeto. Entre a tltima edicao e a atual, vi-
vemos véarias realidades que nos fazem antever um
novo tempo do ponto de vista educacional e cienti-
fico para o nosso pais. Portanto, a edicao de abril
de 2023 nasce sob a égide de um desejo coletivo de
mudanca.

Nesse contexto, também nosso conselho editorial
avaliou o que foi feito em 2022: pontos positivos e
aspectos a melhorar visando o aperfeicoamento do
jornal. Esta avaliacao teve dentre as consequéncias,
a atualizacao do site do jornal, com as complicagoes
e implicagoes inerentes a esta empreitada.

Relendo a edicao finalizada, ficamos felizes por
perceber a contribuicao do Oxente no sentido de
propiciar ao leitor, uma visao sempre mais ampla
da matematica. A presente edicao traz na secao
artigo um trabalho intitulado Paradoxo do Inven-
tor, escrito pelo professor Hiller Alves Fernandes,
Mestrando do PROFMAT-UFVJM. O artigo relaci-
onado com a resolucao de problemas destaca dentre
outros aspectos, que em algumas ocasioes o plano
mais ambicioso na resolu¢ao de um problema pode
ter mais chances de sucesso, do que um olhar so-
bre casos especificos. O autor apresenta algumas

questoes nas quais tal fato se verifica.

A secao curiosidade aborda os Palindromos em
outras bases. Este assunto ja foi apresentado ha al-
gum tempo; agora com a contribui¢ao do professor
Gabriel Guedes do Departamento de Matematica
da UFRPE, volta ao jornal, desta vez considerando
outras bases.

A indicacao de leitura apresenta ao nosso pu-
blico o livro Deus é Mateméatico? escrito por Mario
Livio, fisico e matematico de origem israelense.

A secao Quem pergunta, quer saber! resgata
uma pergunta acerca de porcentagem e descontos
em pregos de mercadorias, publicada na Revista do
Professor de Matematica (RPM, no 38, p.56).

Finalizamos a edicdo com os informes sobre
eventos e as nossas, ja tradicionais, questoes pro-
postas. A proposito, para quem nao teve oportu-
nidade de participar do XV Seminario Nacional de
Historia da Matematica, realizado de 2 a 5 de abril
na Universidade Federal de Alagoas (UFAL), todo
material serd disponibilizado no site da Sociedade
Brasileira de Historia da Matematica.

Concluindo, nunca é demais agradecer a todos
aqueles que colaboraram nessa edi¢ao e desejar aos
leitores - razao de ser deste projeto - um bom pro-

veito nesta nova temporada.
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1. Artigo

Paradoxo do Inventor

Hiller Alves Fernandes
SEE MG - hiller20111@hotmail.com
Mestrando em Mateméatica PROFMAT-UFVJM

(39818-000) - Padre Paraiso - MG - Brasil

Introducao

Em algumas ocasioes o plano mais ambicioso
pode ter mais chances de sucesso, isto é, as vezes
para resolver um problema especifico devemos ata-
car um problema mais geral e obter um resultado
mais forte. Este é o Paradoxo do Inventor intro-
duzido e definido por Polya(1978) no seu livro: “A
arte de resolver problemas”.

Sem duvida isso é contraintuitivo, pois existe a
crenca de que o caso geral é sempre mais dificil de
se resolver do que o caso especifico. Para ilustrar
essa ideia vamos abordar alguns problemas de con-
tagem, somas e probabilidade. Peco que o leitor
resolva os problemas antes de observar a solucao,
caso nao consiga nao se preocupe apenas continue

a leitura do artigo.

Contando o nimero de PA’s

Para iniciarmos os trabalhos é fundamental que

o leitor saiba o que é uma progressao aritmética.

Definigao 1.1. Uma progressao aritmética (PA) é
uma sequéncia numérica com a propriedade de que
a diferenca entre dois termos consecutivos é sempre
igual.

Sao exemplos de PA:
1. (&i)i21 = (1,2,3,)
2. (bi)i21 — (2, 4, 6, ct )

3. (Cl)izl = (\/5, 0, —\/5, s )

A primeira PA comega com 1 e sua razao é 1,
isto é, a;11 —a; = 1 para todo 7 € N. A segunda PA
comeca com 2 e sua razao € b;;1 —b; = 2 para todo
i € N. Por fim, a terceira PA tem termo inicial v/2
e razao Cjy1 — ¢ = —+/2 para todo i € N. Uma PA
¢ bem definida pelo seu termo inicial e sua razao.

A fim de enriquecer a discussao vamos usar, de
maneira informal, o conceito de custo computacio-
nal. Neste artigo custo computacional é o niimero
de operagoes necessarias para resolver um determi-
nado problema P com um método M. Por exemplo,
utilizando o algoritmo da soma para determinar o
valorde £ =1+4+24+3+4+45 o custo ¢ igual a 4,

pois precisamos realizar 4 operagoes de soma.

Problema 1.1. Quantas progressoes aritméticas
de trés termos podem ser obtidas com o conjunto
{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}7

Uma possivel forma de resolver esse problema é
listar todas as possibilidades, mas isso é demorado
e pode haver possibilidades nao listadas. Entao nao
hé como verificar se a lista é exaustiva. Agora, note
que os termos sao da forma a,a + r e a + 2r, onde
a € NereZ. De modo que, a+ 2r —a = 2r.

Portanto, a diferenga entre o primeiro e o ultimo
termo é sempre um ndmero par, o que indica que
ambos possuem a mesma paridade. Nosso problema
se reduz em escolher o primeiro e o ultimo termo de
modo que a; e az tenham mesma paridade, isto é,

deixam mesmo resto quando divididos por 2.
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Temos trés decisoes consecutivas a tomar. Pri-
meiro vamos escolher a paridade dos termos: impar
ou par. Ao escolhermos a paridade, por exemplo,
par; ha no conjunto 6 opg¢oes para o primeiro termo
e b opgoes para o ultimo termo. Pelo Principio Fun-
damental da Contagem podemos formar 2-6-5 = 60
progressoes com trés nimeros do conjunto dado. [J

O que é preciso deixar claro é que o Paradoxo
do Inventor s6 faz sentido se pensarmos em méto-
dos de resolucdo de problemas. E o6bvio que lis-
tar todas as PA’s de trés termos obtidas de I, =
{1,2,3,4} é simples e mais natural. Que, a pro-
posito, sao: {(1,2,3),(2,3,4),(3,2,1),(4,3,2,1)}.
Contudo, quando lidamos com conjuntos maiores
(cardinalidade) tal método néo é eficiente.

Listar todas as 60 PA’s do nosso Problema 1 é
possivel. Portanto, o custo desse método é de 60
operagoes (listar item). Mas, note que do nosso
modo podemos resolver de forma mais rapida, pois
temos o custo computacional de realizar apenas
duas operagoes de multiplicagao. Além disso, sem
muitas complica¢oes nosso método pode ser apli-
cado para n sem um ganho substancial de custo
computacional. Em outras palavras, o método uti-
lizado na resolucao é facil de se aplicar independen-
temente do tamanho do conjunto dado.

De fato, se n é par ele é do tipo n = 2k, entao
temos k impares e k pares. Logo, o niimero de pro-
gressoes aritméticas que podemos formar com trés
termos de {1,---,n—1,n} é&2-(k)-(k—1). Se
n é impar, entao é da forma 2k 4+ 1 e temos assim
k +1 impares e k pares. Portanto, podemos formar
k(k —1) + (k + 1)k = 2k* progressoes aritméticas
com trés termos do conjunto {1,--- ,n—1,n}.

Teorema 1.1. Considere o subconjunto dos natu-
rais I, = {1,2,3,--- ,n — 1,n}. Podemos formar
ql(k — 1 —=r)(g — 1) + r(q + 1)] progressoes arit-
méticas com k elementos onde k,r,q € NU {0} e
n=(k-1)qg+r.

Demonstragao. O primeiro termo da PA é da forma
a € N e o altimo ¢ do tipo ay = a + (k — 1)s com
k,s € N, ou vice-versa, se a PA for decrescente.

Portanto, k—1 divide ay —ay, isto é, (k—1)|(ar—ay).

De fato, |ax —a;| = a+ (k—1)s —a = (k — 1)s.
Consequentemente, o primeiro e o tltimo termo de
nossa PA precisam deixar o mesmo resto na divisao
por k — 1.

Existem ¢ e r tais que n = (k — 1)g + r. De 1
a (k — 1)q existem k& — 1 conjuntos com ¢ ntme-
ros inteiros que deixam mesmo resto na divisao por
k — 1. Contudo, ainda precisamos percorrer os nu-
meros (k—1)g+1,(k—1)g+2,---,(k—1)g+r.
Cada um desses nimeros ird para um e somente
um dos conjuntos ja formados anteriormente. As-
sim, ficamos com 7 conjuntos com ¢+ 1 elementos e
k —1—r conjuntos com ¢ elementos com a proprie-
dade de que os elementos deixam o mesmo resto na
divisao por k£ — 1.

Primeiramente, devemos determinar de qual
conjunto vamos retirar nosso primeiro e tultimo
termo da PA. Como a resposta interfere nas escolhas
subsequentes temos que aplicar o Principio Aditivo.
Ha r possibilidades para escolhermos os conjuntos
com ¢+ 1 elementos (caso 1) e k — 1 —r possibilida-
des de escolha para os conjuntos com ¢ elementos
(caso 2).

No primeiro caso temos ¢+ 1 possibilidades para
a1 e q possibilidades para o termo aj e pelo Prin-
cipio Fundamental da Contagem temos r(q + 1)g
PA’s com k termos obtidos dos conjuntos do caso 1.
Agora, no segundo caso temos ¢ possibilidades para
a1 e ¢ — 1 possibilidades para a; totalizando assim
(k—1—r)q(qg — 1) PA’s com k elementos obtidos
com os conjuntos do caso 1.

Como o caso 1 e o caso 2 sao disjuntos segue
que o total de progressoes aritméticas obtidas de I,
¢ dada por ¢[(k — 1 —7r)(¢ — 1) + (¢ + 1)]. Como

queriamos demonstrar. ]

O importante nao é decorar a féormula, pois é fa-
cil deduzi-la se vocé entendé-la. Por exemplo, supo-
nha que queremos contar quantas progressoes arit-
méticas com quatro termos tais que esses termos
pertengam ao conjunto o1 = {1,2,---,100, 101}.
Sabemos que |a4 — a1| = 3s, portanto, miltiplo de
3. Note que, 101 =333 + 2.

De 1 até 99 ha 3 conjuntos que podemos chamar
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de Ry, R} e R}, cada um com exatamente 33 elemen-
tos, onde o indice indica o resto que cada elemento
dos conjuntos acima deixam na divisao por 3. Po-
rém, ainda restam dois elementos nao listados que
sao 100 e 101. Eles irao para conjuntos distintos,
pois, 100 = 33-3+ 1 e 101 = 33 -3 + 2. Logo,
Ry = R, U {100} e Ry = R, U {101} ambos com
cardinalidade 34. Portanto, o niimero de PA’s com

4 termos obtidos de I19; é dado por
33-32+2-34-33 = 3300.

De fato, escolher o ultimo e o primeiro termo é
criar uma PA bem definida, pois de imediato ja defi-
nimos o termo inicial e, ao obtermos o tltimo termo,
determinamos assim a razao da PA. Uma progres-
sao aritmética esta bem definida com o termo inicial
e uma razao. Observe ainda que a férmula nos for-

nece as PA’s crescentes e decrescentes.

Mudando as bases do problema

Vamos definir progressao geométrica, tal con-
ceito sera tutil para a resolucao dos proximos pro-

blemas.

Definicao 1.2. Progressao geométrica é uma
sequéncia numérica na qual cada termo ¢ igual ao
produto de seu antecessor com uma constante, cha-
mada razao da PG sao exemplos de progressoes ge-

ométricas:
1. (di)i>1 = (m, 1,1 )@, -+ +)
2. (e;)i>1 = (2,6,18,--+)
3. (fi)iz1 = (V2,-2,2v2,- ).

A primeira PG comega com 7 e sua razao é 1/,
isto é, d;y1/d; = 1/7 para todo i € N. A segunda
PG comega com 2 e sua razao é e;.1/e; = 3 para
todo ¢ € N. Por fim, a terceira PG tem termo ini-
cial V2 e razdo fi,1/f; = —V/2 para todo i € N.
Uma PG é bem definida pelo seu termo inicial e

sua razao.

Problema 1.2. (Stolimpiadas 2021). Considere
a sequéncia formada por poténcias de 3 ou somas
de parcelas distintas de poténcias de trés, isto é,
a; = 3% = 1,a, = 3,a3 = 3+ 1 = 4,a4 = 3% =
9,a5 = 3*+1 = 10,a6 = 3?+3 = 12, a7 = 3?+3+1 =
13, --. Determine o centésimo termo dessa sequén-

cla.

Também é possivel resolver esse problema ape-
nas listando os termos da sequéncia até obtermos o
centésimo termo. Porém, existe um caminho muito
rapido que envolve mudanga de bases. Nosso sis-
tema numeérico tem base 10. Por exemplo, o niimero
215 na verdade é 2-10% +1-10 + 5 - 10°.

Porém podemos representar qualquer nimero
em outras bases como a base 2, 3, ..., n. Os nimeros
da sequéncia na base 3 sao do tipo a; = (1)3,as =
(10)3,a3 = (11)3, e assim por diante. Sdo numeros
que possuem s6 algarismos uns e zeros.

Mas, note que a sequéncia desses nimeros for-
mados por apenas zeros e uns ¢ exatamente igual

em qualquer base.
(1)2 < (10)2 < (11)3 < (100)2 < (101)g < - - -

(1)3 < (10)3 < (11)3 < (100)3 < (101)3 < - -
(1) < (10) < (11), < (100); < (101); < - --

para k > 2. Portanto, a representacao do centésimo
termo na base 2 é exatamente igual a representa-
¢ao do centésimo termo da sequéncia na base 3 ou
mesmo k. Contudo, é mais simples achar o centé-
simo termo na base 2, pois ele representa justamente
o 100 na base 10.

Note que, (100);p = (1100100);. De fato,
1:2041-2940-2440-23+1-2240-2"4+0-2° = 100.
Portanto, ajg0 = (1100100)3 = 35 + 3 + 3% = 981.
O

E de modo geral, o centésimo termo de uma
sequéncia composta por poténcias de k ou por so-
mas de parcelas distintas de poténcias de k é dada
por kS + k% + k2. Neste caso, o Paradoxo do Inventor
é surpreendente! A solugao para o caso geral é tao
simples quanto obter a solucao para caso em que

lidamos com poténcias de 2 ou n = 2. E o método
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de listar os termos tem maior custo computacional,
além disso, s vale para um caso especifico. Se mu-
darmos a base das poténcias é necessario realizar
todo o processo de listagem novamente.
Lembrando que um nimero = = (a,ap,—1 - - a1)g
implica que a; € {0,1,2,3,--- k — 2,k — 1}. Uma
forma de converter certo niimero inteiro positivo em
seu correspondente na base dois é realizar sucessi-
vas divisoes por dois e, escrever de baixo para cima

os restos e o ultimo quociente. Por exemplo o 9:

Figura 1.1: 9 na base 2

Assim, (9);p = (1001),. Uma segunda possibi-
lidade para a conversao ¢é utilizarmos o dispositivo
pratico de Briot-Ruffini. E facil ver que o método
que utilizamos é muito mais eficiente do que ape-
nas listar todos os elementos. De fato, é necessario
listar 99 elementos até obtermos a oportunidade de
calcular o centésimo termo.

A rigor, precisamos demonstrar que (1), <
(10)r < (11)r < (100)x < (101)f < ---
para todo k > 2.

¢ igual

Proposicao 1.2. A ordenacao dos niimeros forma-
dos com apenas algarismos zeros e uns em qualquer

base € 1gual a ordenagao desses nimeros na base 2.

Demonstragao. Sejam a,b € N, todos com n di-
gitos na base dois, caso nao existam serao preen-
chidos por zeros. Em notacao a = a,a,_1 - asa;
e b = byb,_1---boby.
(a)y < (b)2 entdo existe um primeiro j < n tal que
a; =0<b; =1

Inicialmente, note que, se

Suponha por absurdo que para algum z,y € N
com a mesma representacao (a e b respectivamente)

em uma certa base k > 2 temos (z)r > (y)p =

TpTp_1- " Tol1 > YpYn—1-'-Yoy1. Porém, na
mesma posicao j temos z; = 0 < y; = 1. Onde
J € a primeira posicao onde ocorre essa divergéncia
observando o niimero da esquerda para a direita. Os
algarismos T, = Yn, Tn-1 = Yn—1, ", Tjp1 = Yj41
sao todos iguais. Portanto,

T—Y=xj—1 Tty — Lyjo1 - Yoy

Porém, o j-ésimo termo de y vale k7. Enquanto
Tjq 2oy < kI 4+ K724+ .-+ k+ 1. Por outro
lado,

J

1 .
< K.

WU 2 k1=
Rk =

Consequentemente, x —y < 0 = x < y. Contradi-
¢ao, pois inicialmente dissemos que x > y. Portanto,
a ordenacao desses ntimeros na base k é idéntica ao
da base 2. O]

Podemos justificar a igualdade k'~ 4 - - +k+1 =
(k3 —1)/(k — 1) utilizando a férmula da soma dos
termos de uma PG finita. Seja (f;);>1 uma PG de
razao ¢ e com f; = x. Entao a soma dos seus j-

ésimos primeiros termos serd denotada por

J
S=Yfi—etqtdrt-+d 'z (1).

=1

Multiplicando S por ¢ obtemos,
¢S =qr+ ¢+ e+ -+ dx (2)

Subtraindo a equac@o (1) da equagdo (2) obtemos,

Tomando z = 1 e ¢ = k justificamos a igualdade.
E possivel generalizar a solucdo que demos. Vocé
leitor poderé pensar em desafios diferentes como,
por exemplo, e se fosse possivel somar no maximo
duas poténcias iguais como a solugao ficaria? Agora
vamos abordar rapidamente trés definigoes impor-

tantes para a resolucao dos proximos problemas.

Definicao 1.3. Dados dois conjuntos X e Y diz-se
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que uma funcao f : X — Y ¢é injetora ou injetiva
quando elementos diferentes em X sao associados
por uma regra a elementos diferentes de Y. Ou

seja, f é injetiva quando

v#d = f(2) # f(@).

Com z,2' € X e f(z), f(2') € Y, ou ainda, pela sua

contrapositiva:

Figura 1.2: funcao injetiva

Definicao 1.4. Dados dois conjuntos X e Y diz-se
que uma funcao f : X — Y é sobrejetora ou so-
brejetiva quando, para qualquer elemento de y € Y

pode-se encontrar pelo menos um elemento z em X

tal que f(z) =v.

Figura 1.3: fungao sobrejetiva

Definicao 1.5. Dados dois conjuntos X e Y diz-se
que uma funcao f : X — Y é bijetora ou bijetiva

quando f é injetora e sobrejetora.

Figura 1.4: funcao bijetiva

1. A funcdo f : R — R, definida por f(z) = 22

nao ¢ injetora e nem sobrejetora.

2. A funcado g : R — R*, definida por h(z) = 2?

é sobrejetora, mas nao é injetora.

3. A fungao r : N — Z, definida por r(z) = z+1

¢ injetora, mas nao é sobrejetora.

4. A funcio s : N — N\ {1}, definida por
s(x) = xz+1 é injetora e sobrejetora, portanto,

bijetora.

Problema 1.3. Ainda observando a sequéncia de
poténcias de trés e somas de parcelas distintas de
poténcias de trés: determine a soma dos termos até

Ao7_1 = 37.

Uma possibilidade ¢é listar todos os 127 termos
e em seguida somar tudo. Contudo, isso é muito
trabalhoso. E se observassemos os termos na base
2 novamente?

Outra possibilidade é explorar alguma férmula.
Para obter alguma inspiragao, pensemos no pro-
blema de somar todos os inteiros positivos de 1 até

100. Chamemos essa soma de S.
S=14+2+3+4+---4+99+100 (3).

Por outro lado, pela comutatividade da adicao po-

demos inverter os termos que teremos novamente

S.

S =100+99+98+97+---+2+1. (4).
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Somando as equagoes (3) e (4) termo a termo

obtemos,

100 - 101

25 =101+ ---+101 = S = = 5050.

Multiplicar e dividir é mais facil do que realizar 99
somas com 100 parcelas distintas. Intuitivamente
estabelecemos uma fungao bijetora entre I19g € 190,
S Tioo = Tigo-

Agora, considere o conjunto P formado por nu-
meros de 5 algarismos impares distintos. Por exem-
plo, 13579 e 0 97531 pertencem ao conjunto P. No-
vamente vamos tentar criar uma funcgao bijetora de
P em P. Nesse caso a regra de associagao nao ¢
6bvia.

A cardinalidade de P ¢é dada por |P| =5-4-
3-2-1 =120 nameros permutados de {1,3,5,7,9}.
Podemos listar todos e realizar a soma, mas note
que para cada x € P existe um tnico 2/ € P tal
que x+ 2’ = 111110. Por exemplo, 13579497531 =
111110. Como podemos formar 60 pares desse tipo

segue que,

Zx —60- 111110 = 6666600.

zeP

De fato, se © = ayasazasas basta tomarmos uma
permutacao do tipo ©’ = a}ajasajar tal que a;+a) =
10 para todo i = 1,2,3,4,5 e a;,a; € {1,3,5,7,9}.
E ¢ tnico porque nao existem w,y, z € {1,3,5,7,9}
taisquew+y=10ez+y=10=>w+y =2+y =
w = z. Além disso, 2’ € P pois todos os seus digitos
sao fmpares e distintos.

Agora, para atacarmos o problema 3 vamos ob-
servar os nimeros na base trés e utilizaremos o raci-
ocinio heuristico de observar somas que dao sempre
o mesmo valor.

O tultimo termo da soma ¢é do tipo (10000000)s.
Para chegarmos nele exaurimos todas as sequéncias
possiveis de ntumeros formados por digitos zeros e
uns de comprimento 8. De fato, vamos considerar os
nimeros como uma sequéncia de oito digitos: A =
{00000000, 00000001, 00000010, - - - , 10000000} .
Isso sem perda de generalidade. O zero ser agregado

a nossa sequéncia nao altera o valor da soma.

Observe que para cada r € A existe um tnico
r' € A tal que x + 2/ = 11111111. Como |A| = 27
elementos podemos criar 27/2 = 25 pares do tipo
x + 2’. E soma de parcelas iguais pode ser vista

como uma multiplicacao. Portanto,

Y =(2%;- (11111111)5.

T€A

Voltando para a base 10, temos

Yoeea®=20-(3"+3+3°+3"+3+32+3+1)

ZQG.M
2

=2°.(3% — 1) = 209920.
E de modo geral, para k > 2 :

» w=20. (f:f)

z€EA

O problema fica um pouco mais dificil se nao es-
tamos lidando com uma poténcia perfeita de k. Por
exemplo, para somarmos os 100 primeiros termos
podemos aplicar o procedimento acima até o termo
k5. Depois disso, precisaremos listar os 36 termos
restantes para posteriormente soméa-los.

Nosso método tem menor custo computacional
do que listar tudo e depois realizar as somas. S6 na
parte final é preciso realizar 2" — 2 somas, tem um
crescimento exponencial. Enquanto nosso método
necessita de 2n + 2 operacoes aritméticas. Proble-
mas que envolvem muitas somas sao propicios para

o uso do Paradoxo do Inventor.

Mais dois problemas interessantes

Em algumas ocasioes devemos atacar problemas
mais fracos, isto é, casos mais simples com o intuito
de obter a solugao geral. Mesmo assim, a solugao
geral pode ser mais facil de se obter do que o pro-
blema original.

Em outras palavras o problema nao é resolvido
por tempo habil se valendo de ferramentas usuais.

Por exemplo, para calcular 7" precisamos realizar
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n — 1 multiplica¢oes, para um n grande isso pode
ser impraticavel em uma Olimpiada de Matemaética.
Porém, se o problema quer algo mais especifico do
que o valor de 7" como, por exemplo, o algarismo
das unidades é certo que existe um caminho com
menor custo computacional. No nosso problema

esse custo é de apenas uma divisao.

Problema 1.4. (PIC adaptada). Determine o

algarismo das unidades do ntimero 7202,

E impraticavel obter o valor de 72023

para veri-
ficar o digito das unidades. Mas, podemos observar

o mesmo problema para 7°, 7!, 72,73, 7* e assim por

diante.

n| ™
0

1 7
2| 49
303
4 1---1
5 -7
6---9
703
8| ---1

Tabela 1: Poténcias de 7

Observando os 9 primeiros casos podemos con-
jecturar que se 7 = apap_1...a; entao a; €
{1,7,9,3}. Além disso, se n é multiplo de 4 en-
tao a; = 1. Se m deixa resto 1 na divisao por 4
entao a; = 7. Se n deixa resto 2 na divisao por 4
entao a; = 9 e, por fim, se n deixa resto 3 na divisao
por 4 entao a; = 3.

Observe que, 2023 = 4-505+3. Entao, podemos
supor que 72?3 termina com o algarismo 3. Porém,
precisamos justificar.

De fato, n = 4q + r com r € {0,1,2,3} e
g € NU{0}. Logo, 7" = 74t = 74077 = (74)%. 7",
Sabemos que 74 é uma poténcia que termina em 1.
Entao, nao importa o valor de ¢ que (74)q sempre
terminard em 1.

A partir de agora podemos s6 trabalhar com os

digitos das unidades. De fato, quando aplicamos o

algoritmo da multiplicacao é suficiente observarmos
a multiplicacao dos algarismos das unidades para
verificar qual seré a unidade resultante da multipli-
cagao principal.

Denotemos @ como sendo o ultimo algarismo do
inteiro a. Portanto, 7* = 1.7 = 7". Logo, de fato,
72023 = T.73 = 73 = 3. O digito das unidades de
72023 ¢ jgual a 3. [

O passo fundamental para a solugcao é que
(T)q = 1, ou seja, uma invariante. Podemos resu-
mir a Tabela 1 em um relégio de restos da divisao
por 10, de fato, nosso problema se resume em de-

72023

terminar o resto da divisao de por 10.

Figura 1.5: Relogio de restos

O relogio nos mostra que basta saber o estado
atual a; = 7' para determinar o estado subse-
quente a;; = 7. E que os estados possiveis sao
{1,3,7,9}. Por exemplo, se a; = 1 = a1 = 7,
basta seguir a seta que sai de 1. Além disso, hé ape-
nas uma seta que chega nos ntmeros e uma tnica
que sai. E ttil se valer do Paradoxo do Inventor
em problemas de Olimpiadas onde o método usual
é impraticavel por causa do tempo disponivel.

Uma notagao 1til, e que tentei evitar, é a de con-
gruéncia introduzida pela primeira vez pelo grande
matematico alemao Carl Friedrich Gauss (1777-
1855). Dizemos que dois inteiros a e b sdo congru-
entes modulo ¢ € Z se, e somente se, a e b deixam
o mesmo resto na divisao por ¢. Em notacao te-

mos a = b mod ¢g. Com o uso dessa Aritmética o
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Problema 4 fica ainda mais claro e simples. vamos
definir nossa tultima ferramenta de contagem que é

util em diversos problemas.

Definicao 1.6. Dizemos que h&d uma multijecao
quando cada elemento de X se corresponde, rela-
ciona ou ¢ associado por uma regra a n elementos

de Y.

o
~

1

1§

Figura 1.6: multijecao

Nao podemos dizer que R é uma funcao. Além
disso, é fundamental que todos os elementos de Y se
correspondam com algum elemento de X, pois caso
contrario uma contagem nao seria possivel. Tam-
bém nao pode haver elementos em X que se corres-
pondem com k elementos de Y e elementos de X
que se correspondem com n elementos de Y tal que

k # n. Neste caso a contagem também é afetada.

Problema 1.5. (PIC Jr adaptada). Luisa e Sara
retiram cada uma um bilhete de uma urna que con-
tém bilhetes numerados de 1 a 201, sem reposigao.
Determine a probabilidade do ntimero de Luisa ser

maior que o de Sara.

Seja z o namero do bilhete de Luisa e y o ntimero
do bilhete de Sara. Queremos determinar P(x > y).
Lembrando que, neste caso, a probabilidade pode
ser dada por P(x > y) = |A|/|S|, onde S é o espago
amostral e A é o conjunto dos resultados favoraveis,
isto &, x > .

Uma possibilidade é contar ou listar todos os ca-
sos favoraveis e todos os casos possiveis e realizar a
divisao. Existe uma possibilidade mais simples de
resolucao que se quer depende do niimero de bilhe-

tes na urna.

Vamos considerar os eventos possiveis como pa-
res ordenados (x,y) € S. Para cada par ordenado
do tipo (2/,v'), onde z’ > ¥/, existe um par orde-
nado (v, z'). Entao, se ha k pares ordenados do tipo
(', y) isso implica que ha também k pares ordena-
dos do tipo (', 2"). Totalizando 2k casos possiveis.

De fato, |S| = 2k, pois particionamos o conjunto
S em dois conjuntos disjuntos e nao ocorre o caso
r =y. Logo, P(x > y) = k/2k = 1/2. Podemos
praticar um raciocinio semelhante com uma n-upla.

Por exemplo, suponha que temos Luisa, Sara,
Bernardo, Lamar, Lucas e Pedro para retirar um
bilhete cada um sem reposicao. Qual é a probabi-
lidade de Luisa tirar o bilhete com o maior niimero

dentre eles?

Podemos organizar os resultados como uma séx-
tupla ordenada do tipo (z1, s, x3, 4, T5,26) € S.
Suponha que, z| > x4, 2%, 2}, vt, x5. Podemos ob-
ter para cada séxtupla do tipo (), x}, x4, 2/, %, xf)
cinco séxtuplas onde trocamos z por algum z} e z
por z} com i € {2,3,4,5,6}. Em outras palavras fa-
zemos T, = T, e x; = x| e deixamos o restante como
estd para x; = 7 com j #i e j € {2,3,4,5,6}.

Como existem k  séxtuplas do tipo
(o), oy, xly, xly, wt, ) onde ) > b, xh, 2, xk, g,
isso  implica que existem bk  séxtuplas
(21, T2, 3,24, T5,T6), €m que x; < x; para al-
gum i € {2,3,4,5,6}. Logo, |S| = 6k. Portanto,
P(zy > x;,Vi € {2,3,4,5,6}) = k/6k = 1/6.

Na verdade podemos generalizar essa conclusao
para uma énupla com n ordenadas. Suponha que te-
mos n pessoas e Luisa é a primeira, todos vao retirar
um bilhete sem reposicao da urna. A probabilidade
de Luisa obter o bilhete com o maior ntimero é de
1/n.

De fato,

/ ! !
(), xh, xly, -

para cada n-upla do tipo
/

') onde 2| > z para todo i € I,
existem n — 1 n-uplas distintas onde z; < x; para
/
J
Como ha k n-uplas

algum 4, basta fazermos ©y =2}, v; =2} ex; =2
para 7 € I, onde j # i,1.
onde x; tem o maior valor, isso implica que, exis-
tem (n — 1)k n-uplas onde x; nao possui o maior
valor.

Temos entao uma multijecao. Termo que
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nao é muito usado no Brasil. Logo, P(x; > x;,Vi €
L\{1})=k/(k+ (n—1k)=Fk/nk=1/n. O
Utilizando a multijecao a solugao do nosso pro-
blema torna-se quase instantanea e, portanto, com
um custo computacional menor do que outros méto-
dos. De fato, nao importa o ntmero de participan-
tes e de bilhetes. Também nao é fundamental listar
ou mesmo usar outros métodos de contagem. O Pa-
radoxo do Inventor pode lhe dar ferramentas adici-
onais para atacar determinados problemas e evitar,

em algumas ocasioes, formulas dificeis.

Consideracoes finais

Em algumas situagoes, paradoxalmente, resol-
ver um problema geral é mais facil e plausivel
Contudo,

Polya(1978) ressalta que ao buscarmos resolver pro-

do que resolvé-lo de modo especifico.

blemas mais fortes esta busca nao pode ser baseada
apenas na mera pretensao, mas em uma visao que
vai além.

De fato, as pessoas que resolvem problemas de
Matematica necessitam de uma bagagem tedrica.
Por exemplo, nos problemas abordados aqui, foi
preciso saber o que é uma PA, PG, invariante, pro-
babilidade, mudanca de bases e como encontrar,
mesmo que de forma intuitiva, bije¢oes ou multi-

jecoes.
Exercicios

Exercicio 1 (OBMEP 2010). Cada um dos nime-
rOS X1, T9, - ,Too04 pode ser igual a V2 —1oua
V2 + 1. Quantos valores inteiros distintos pode va-

ler a soma

1002

g Tok—1Tok = T1T2 + T3Ty + - + T2003T20047
k=1

Exercicio 2. Calcule o valor da soma dos 200 pri-

meiros inteiros positivos.

Exercicio 3. Encontre o valor de S :

200
S= (—1)fk* = -1 +22 — ... — 199 + 200,
k=1

Exercicio 4. Simplifique o produto de 200 fatores

a seguir:

Exercicio 5 (Oxford math admission 2021). Qual

é o valor de E7?

E= ZsenQ(z’) = sen”(1) + - - - + sen*(90)

=1

Dica: se 0 < a < 90, entdo cos(a) = sen(90 — a) e

sen?(a) + cos?(a) = 1.

Exercicio 6. Considere a sequéncia (a;);>; onde a;
¢ a soma de no méximo duas poténcias distintas
de 5. Os primeiros termos sao a; = 5° = 1,ay =
5045 =2a3 =5 ay=5+1,a5=5+1+1e

assim sucessivamente. Determine aqss.

Exercicio 7. Ainda considerando a sequéncia an-

terior, determine a soma de todos os termos até 5°.

Exercicio 8. Considere o conjunto

A =1{2,3,4,5,6}. Seja P o conjunto de todos os
nimeros de 5 digitos nao necessariamente distin-
tos onde asagaszara; € P, entdao a; € A para todo
1 =1,2,3,4,5. Calcule o valor da soma dos elemen-
tos de P.

Exercicio 9 (OBMEP adaptada). Uma loja dis-
Cada

um dos cartoes possui um numero de 4 algarismos,

tribuiu 9999 cartoes entre os seus clientes.

entre 0001 e 9999. Um cartao é premiado se a soma
dos dois primeiros algarismos for igual a soma dos
dois ultimos algarismos; por exemplo, o cartao 0743

é premiado. Calcule a soma dos cartoes premiados.

Dica: Mostre que se abcd é um cartao premiado,
entdo, a't/'dd’ tal que abed+a'b'c’d’ = 9999 também

é um cartao premiado.

Exercicio 10. Quantas progressoes aritméticas
de 6 termos podemos obter do conjunto [,y =
{1,2,3,---,99,100}? Quantas PA’s decrescentes?

Quantas PA’s s6 com termos impares?
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Exercicio 11. Uma urna contém 60 bolas enume-
radas de 1 até 60. Qual é a probabilidade de se
retirar, sem reposicao, 6 bolas com os valores cres-

centes em sequéncia?

Exercicio 12 (OBMEP 2010). Determine quais
numeros naturais n entre 2001 e 2007 tornando o

ntmero 1" 4 2" + 3™ + 4™ nao é divisivel por 5.

Dica: Um ntimero é divisivel por 5 se, e somente

se, o algarismo das unidades for igual a 5 ou 0.
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2. Curiosidades

Palindromos em Outras Bases

Gabriel Aratjo Guedes!

Em nossa edigao de nimero 17, publicada em
dezembro de 2020, na se¢ao “Quem pergunta, quer
saber!” nos é apresentado os curiosos numeros pa-
lindromos. Recordamos que a definicao de um nu-

mero palindromo ou capicua é: se quando lido da

!Professor do Departamento de Matematica da UFRPE

esquerda para direita ou no sentido reverso obtemos
o mesmo nimero. Por exemplo: 232 e 175571 sao
palindromos. O grande desafio relacionado aos nu-
meros palindromos é o “algoritmo reverte-e-soma”,
traducao livre para “reverse sum sequence”. Mas o

que diz o algoritmo “reverte-e-soma’:
1. Inicie com um natural N;
2. Reverta os digitos de N;
3. Some esses dois valores;

4. Se o resultado for um palindromo exiba-o,

Caso contrario repita o algoritmo.

Assim por exemplo se N = 57 temos 57 = 57+75 =
132 = 132 + 231 = 363 que é palindromo. E a
grande pergunta é: Independente do inteiro posi-
tivo que tomamos inicialmente, esse algoritmo sem-
pre termina? Ou de outra forma: Existe algum
inteiro para o qual esse algoritmo nao tem fim?

Aparentemente o namero 196 é um desses nu-
meros. O recorde atual nos diz que iniciando com
0 196, apos mais de 250 milhoes de iteragoes do al-
goritmo obtemos um ntimero com 115 milhoes de
digitos que nao é palindromo.

Muito pouco se sabe sobre essas perguntas, do
ponto de vista tedrico, temos apenas evidéncias
computacionais.

Mas o que faz um matematico quando se depara
com um problema do qual ele nao consegue progre-
dir?

Uma boa estratégia é:

Responder problemas parecidos que sao mais sim-
ples. Aumentar a quantidade de hipoteses. Mudar
o ambiente do problema.

Nessa nova perspectiva temos um resultado
muito curioso: Se trocarmos nosso ambiente dos nu-
meros escritos em base 10 por ntimeros escritos na
base 2 o que acontece com o “algoritmo reverte-e-

soma’?
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Consideremos o seguinte niimero
N =10 [n*1] 01 [n 0],

no qual o simbolo [n * z| representa n ocorréncias
do digito x, com n > 2. Convidamos o leitor a ve-
rificar que ao aplicarmos o algoritmo neste niimero

obtemos:

10 [n* 1] 01 [n % 0]

11 [(n —2) % 0] 1000 [(n —2) x 1] 01
10 [n*1] 01 [(n + 1) % 0]

11 [n*0] 10 [(n — 1) % 1] 01

10 [(n+1)*1] 01 [(n+ 1) % 0].

Ou seja, o tltimo ntmero desse ciclo é o mesmo do
numero de entrada, trocando n por n + 1. O leitor
pode verificar usando inducgao em n, que a sequéncia
toda é gerada por repeticoes desses 4 passos. Em
outras palavras, o que acabamos de exibir é que na
base 2 encontramos uma familia de nimeros para
o qual o “algoritmo reverte-e-soma” entra em loop,
isto é, fica se repetindo sem ter um fim. Respon-
dendo ao desafio neste novo ambiente.

Nesta mesma linha de ideias podemos provar muito
mais coisas. E possivel encontrar sequéncias livres
de palindromos para nimeros escritos na base 4, 8
e 16 etc. Isto é, podemos provar que um ciclo como
este sempre existe quado o nimero é escrito numa
base da forma 2* ¢ o tamanho do ciclo é exatamente
2k + 2.

Alguns poucos exemplos sao conhecidos para outras
bases que nao sao poténcia de 2 e nenhum dos méto-
dos parece ter aplicacao analoga para o caso da base
10. Fica aqui o desafio ao leitor: O que acontece na
base 37 E na base 57

[1] SEQUENCE:A023108. The Online Encyclo-
pedia of Integers Sequences, Disponivel em:
https://oeis.org/A023108, Acesso em: 11 de
marcgo de 2023.

[2] Brown, Kevin. Digit Reversal Sums Leading

to Palindromes. Mathpages, disponivel em:
https://www.mathpages.com/home/kmath
004/kmath004 . htm, acessado em: 10 de margo
de 2023.

3. Indicacoes de Leituras

Deus é Matematico?

Severino Barros de Melo?

A indicacao de leitura para esta edicdo é o livro
Deus é Matemético? escrito por Mario Livio, fi-
sico e matematico de origem israelita, formado pela
Universidade Hebraica de Jerusalém. Concluiu seu
Ph.D. em astrofisica pela Universidade de Telavive.
Foi chefe da divisao cientifica responsével pelo te-
lescopio espacial Hubble e durante 24 anos coorde-
nou pesquisas em cosmologia e astrofisica. Publicou
centenas de artigos cientificos e costuma dar pales-
tras sobre ciéncia para o grande publico. Dentre os
varios livros publicados, ao menos dois foram tra-
duzidos para a lingua portuguesa: Razdo Aurea e

A Equagao que ninguém conseguia resolver.

Fonte: Google imagens

Em junho de 2021 seu nome ganhou ainda mais no-
toriedade no nosso pais pelo fato da Revista Veja
(9/6/2021) ter publicado uma matéria sobre o lan-
¢amento no Brasil de uma biografia de Galileu Ga-
lilei, escrita por ele.

No livro Deus é Matematico? Livio retoma um ar-
gumento que sempre esteve presente ao longo da
Historia da Matemaéatica. De fato, ha séculos houve
inimeras tentativas de procurar areas de intersec-
¢ao entre a Matematica e a Religiao. A tal ponto

que muitas pessoas perguntam aos matematicos se
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é possivel provar a existéncia de Deus com a Mate-
matica.

Nesse contexto vale lembrar a recorréncia do tema
com a célebre metafora da aposta, escrita pelo ma-
tematico francés Blaise Pascal (1623-1662), e o de-
bate publico entre o mateméatico Leonhard Euler
(1707-1783) e o filosofo francés Denis Diderot (1713-
1784).

No texto de Pascal, ele usou conceitos da mate-
matica por ele criados para apresentar sua convic-
¢ao sobre a existéncia de Deus. Ele usa um argu-
mento do calculo das probabilidades, ao afirmar que
se Deus existe ou nao, é preciso apostar. Quando
alguém aposta o faz pensando em ganhar. E, em
sintese, considera que se alguém apostar que Deus
existe e ele nao existir, nada acontece. Mas se al-
guém apostar que Deus nao existe e se ele existir, a
pessoa esta eternamente perdida.

Lancelot Hogben no seu livro Las Matemaéticas al
alcance de todos, narra o episédio envolvendo Euler
e Diderot. Ele conta que certa ocasiao, num debate
publico na corte russa, Euler com soélida formacao
religiosa e sabedor que Diderot nao tinha muita in-

timidade com a algebra e se dizia ateu, sentenciou:
a+b"

n
de perceber que estava diante de uma brincadeira

= x , logo Deus existe. Sem ter condigoes

e que bastava atribuir valores para a, b e n, e as-
sim encontrar x, contudo sem nada provar, Diderot
retirou-se frustrado e ndao mais se arriscou a debater

na corte russa.

DEUS E :
MATEMATICO?

Fonte: Google imagens

Em sua obra Mario Livio volta a tratar do supra-
citado tema. Deus é Matematico? é um livro com
331 péaginas abordando em nove capitulos (Um mis-
tério; Mistica: o numerologista e o filésofo; Mégicos:

o mestre e o herege; Magicos: o cético e o gigante;

Estatisticos e probabilistas: a ciéncia da incerteza;
Geometras: o choque do futuro; Logicos: pensando
sobre raciocinio; Inexplicavel efetividade?; Sobre a
mente humana, matematica e universo.), provaveis
pontos de conexao entre a Matematica e a Religiao.
A obra passeia sobre periodos e personagens da His-
toria da Matematica e nessa incursao aqui e acola
se detém em cenarios nos quais a pergunta que da
nome ao livro vem mais em evidéncia. O livro con-
tém riquissimas citagoes de matemaéticos, fisicos e
logicos, dentre outros. Ao final da leitura consta-
tamos que o trabalho de Mario Livio vai além do
binémio Matemaética e Religiao, propiciando ao lei-
tor uma visao ao mesmo tempo ampla e profunda

da matemaéatica.

Como Spoiler os editores apresentam na contracapa
o seguinte texto: “Como podemos explicar os in-
criveis poderes da matemética? Como o preco de
opgoes na bolsa de valores e o movimento de poélen
suspensos na agua podem ser descritos pela mesma
equagao? E em um nivel ainda mais fundamental:
estamos apenas descobrindo a Matemética como as-
tronomos descobrem galaxias distantes e desconhe-
cidas? Ou a mateméatica é uma invengao humana?
Essas e outras questoes sao feitas por Mario Livio.
Deus é matematico? revisa as ideias de grandes pen-
sadores como Platao, Arquimedes, Galileu, Descar-
tes, Russel e Godel e oferece uma visao inovadora
de assuntos atuais que permeiam da cosmologia as

ciéncias cognitivas, da Matematica a Religiao”.

Para se ter uma ideia da repercussao do livro, o
New Scientist, uma revista com sede em Londres,
que aborda diversos aspectos da ciéncia e tecnolo-
gia, publicou: “Teologistas tem Deus; filésofos, a
existéncia; e cientistas a Matematica. Mario Livio
analisa como essas trés ideias podem estar relaci-
onadas. Ele nao da respostas definitivas, mas se
baseia em descobertas sobre a Matemética, a natu-
reza e o desenho (se é que ha algum) do cosmos.
Ele também retoma um antigo debate sobre termos
realmente descobertos, teoremas matematicos que
j& existiam ou se simplesmente construimos um sis-

tema logico e coerente. A enriquecedora historia de
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Livio d& a discussao forca e verve”.

A revista inglesa The Economist considera a obra
“Fascinante”. Livio escreve de maneira apaixonada
sobre o papel da simetria na vida humana e nas
artes”.

Pelo exposto, € um livro que pode contribuir para
se ter uma visao sempre mais ampla em relacao a
matematica, propiciando ao leitor uma maior cons-
ciéncia acerca da importancia e da beleza da mate-

matica.

4. Quem pergunta, quer saber!

Revista do Professor de Matematica
(RPM, no 38, p.56)

Severino Barros de Melo?

O inicio do ano é marcado por diversas promocoes
no comércio e nas atividades de prestacao de servi-
¢os. Nessa ocasiao surge para o publico em geral,
davidas acerca de problemas envolvendo porcenta-
gem. Nesse contexto, parece interessante revisitar
uma pergunta sobre o tema apresentada na Revista
do Professor de Matematica (RPM, no 38,p.56). Eis
a pergunta:
“Um leitor de Marilia, SP, nos pede a solugao do
seguinte problema: Uma empresa vende habitual-
mente café em pacotes de 1 quilo. Numa tentativa
de aumentar suas vendas, passa a comercializar o
café em embalagens contendo 20% a mais de café,
mantendo o mesmo preco dos pacotes de 1 quilo.
Em que porcentagem foi reduzido o preco do quilo
de café™

RPM: Durante a promocao, 1,2 quilo de café
passou a custar p, sendo p o preco de 1 quilo ante-

rior & promocao. Assim

1,2~ p
I m;

E, portanto, p; = ﬁp = 0,8333... - p. Logo, o
preco do quilo foi reduzido em 16,666 . .. %.

Consideragoes da Equipe de redagao do Jor-
nal Oxente:

A forma sumaria da resolucao apresentada pela
RPM pede alguns esclarecimentos. O problema
envolve duas grandezas diretamente proporcionais,
portanto, na armagao de regra de trés estamos li-
dando com a chamada ‘“regra de trés simples e di-
reta”. Como se trata de um abatimento, o per-
centual de reducao serda encontrado, subtraindo
0,83333... de 1 (equivalente a 100%), encontrando-

se assim o percentual de redugao do prego por quilo.

5. Eventos

e II WMM - Workshop de Mulheres na
Matematica

— Local: Universidade Federal Rural de
Pernambuco (UFRPE)

— Data: 13 e 14 de abril

— Mais informagoes: http://mat.ufcg.e
du.br/wmm/

e XV EPEM — Encontro Paulista de Edu-

cacao Matematica

— Local: UNESP - Guaratinguetd - Sao

Paulo
— Data: 28 a 30 de abril

— Mais informacgoes: https://www.even
3.com.br/xv-epem-encontro-paulist

a-de-educacao-matematica-294768/

6. Problemas

Convidamos o leitor a responder alguns proble-
mas. Divirtam-se!!!

Enviem as solugoes dos problemas propostos
para o e-mail:ematematicaorente@gmail.com

Para que apreciemos sua solug¢ao e o seu nome

apareca entre os solucionadores de questoes, o en-

3Professor do Departamento de Educacdo da Universidade Federal Rural de Pernambuco
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vio do arquivo (.tex), no modelo disponivel no site,
deve ser realizado até 26,/06/2023.

Problema 1. (32% OCM - Nivel 1) Se vale a soma
323 4 323 + 323 + 323 = 32%. Qual o valor de z?

Problema 2 (8% OBMEP - 12 FASE). Pedro vai
participar de um programa de prémios em que ha
uma urna contendo quatro bolas com valores dife-
rentes e desconhecidos por ele, que serao sorteadas
uma a uma até que ele decida ficar com uma de-
las. Ele observa o valor das duas primeiras bolas
sorteadas e as descarta. Se o valor da terceira bola
sorteada for maior que os das duas primeiras, ele
ficard com ela e, caso contrario, ficard com a bola
que restou. Qual é a probabilidade de Pedro ficar

com a bola de maior valor?

a)

Wl x|
DN | —

b)

Problema 3. (OBRL - 2021 22 Fase Nivel Omega)
Nesse quadrado magico multiplicativo, o produto
dos ntimeros de cada linha e de cada coluna dé sem-
pre o mesmo resultado, podendo haver niimeros re-
petidos. Considere a distribui¢ao iniciada na figura

abaixo.

3
AW
6

Se as regras descritas forem todas obedecidas, R +
W 4+ U + G seréa igual a:

4
o
@

R
3
G

¢) 33 e) 29.

d) 22

7. Solucoes dos Problemas

Nesta edicao apresentamos as solugoes dos pro-
blemas propostos da publicacao vol. 1, n. 24,

setembro de 2022.

Problema 1. Uma determinada colonia de bacté-
rias se prolifera de tal maneira que a superficie que
ela ocupa em uma lamina de microscopio dobra de
tamanho a cada 10 min. Apods exatamente duas ho-
ras de observacao, toda a superficie desta lamina

esta coberta pela colonia. O tempo necessario para

que a colonia cobrisse R da lamina foi entre:

(a) 10 min e 15 min;

(b) 30 min e 1 h;

(¢) 1h e 1h e 30 min;

(d) 1h e 40 min e 1h e 50 min;

(e) 1h e 58min e 1h e 59 min.

Solucao. Tendo em vista que a lamina foi coberta
pela colonia de bactérias em 2 horas e a superficie
que ela ocupa dobra de tamanho a cada 10 min, pas-
sada 1h e 50 min de observacao, metade da lamina
estava ocupada. Analogamente, concluimos que a
colonia ocupava 1 da lamina depois de 1h e 40 min

de observacao. Como

| =
A
(G201 \)
A
ho| =

. ) .2
o tempo necessario para que a coldnia cobrisse — da

lamina foi entre 1h e 40 min e 1h e 50 min. O

Problema 2 (172 OBMEP - 1 FASE- Nivel 2).
Na figura, ABC'D é um quadrilatero e AGD, BEC
e CDF sao triangulos equilateros. Quanto mede o
angulo GFE?
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A B
F
G TN
D c
a) 15° ¢) 30° e) 45°
b) 22,5° d) 36°

Solucao. Alternativa C

Observemos primeiro os angulos com vértices D.
Como o triangulo DFC é equilatero, temos CDF =
60°, e como CDA = 90°, segue que FDA = 30°.
Analogamente, temos CDG = 30° e entao GDF =
30°. Passemos ao tridngulo GDF. Ele ¢ isosceles,
pois DG = DF, e segue que DFG = DGF = 75°.
Logo, CFG = DFG - DFC = 75° - 60° = 15°. Agora,
consideremos o triangulo CFE. Como acima, temos
BDF = 30° e segue que ECF = 90°. Por outro lado,
como CF = CE, esse triangulo também ¢é isoésceles,
e temos entao, CFE = 45°. Finalmente, temos GFE
= CFE - CFG= 45° - 15° = 30°. O

Problema 3. (OCM - 2021 Nivel 3) O retangulo
ABCD foi dividido em varios quadrados, como na
figura. Sabe-se que o lado AB mede 16. Qual o
comprimento do lado AD?

D C

29 105 61
(a) o (c) KN (e) a1
(b) 12 (d) 17

Solu¢ao. Suponha que AB = 16 e considere o re-

tangulo conforme a imagem abaixo.

D C
H
G b

A E - B

Observe que AB = AE+ FF+ FB, FEF = FB,
AE =2GH e EF = 3GH — FEI. Assim, temos

16 = 2GH + 2(3GH — EI) &

EI =4GH - 8. (1)
Por outro lado, AB = AE+ EB, DH =2GH+ EI
e EB = DH + EI + EI = 2GH + 3FEI. Logo,

utilizando a identidade (1), obtemos

16 =2GH +2GH 4+ 12GH — 24 &
40 5
H=—=—-. 2
G 16 2 )
Além disso, AD = AG+GH + DH e AG =2GH.

Consequentemente, pelas identidades (1) e (2), no-

tamos que

AD =2GH +GH +2GH + El &

45 29
AD=9GH —8= — —8= =2,
2 2
Portanto, a alternativa correta é a letra (a). O
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