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Editorial

Caros Leitores,

E com satisfacdo que lhes oferecemos o nimero 23
do nosso jornal, E Matematica, Oxente!.

No intervalo entre o nimero anterior, marcado pela
comemoragao dos 5 anos do jornal, e esta edicao,
foi possivel constatar - e isto nos estimula - a im-
portancia do nosso trabalho para além do objetivo
olimpico. De fato, até mesmo estudantes do curso
de matematica tém acessado nosso banco de edigoes
em busca de uma variedade de temas que servem de
subsidios para as diversas disciplinas que estao cur-
sando.

Ainda sobre as comemoragoes dos 5 anos, vale des-
tacar que o evento ocorreu nos dias 28 e 29 de
abril no qual tivemos a realizacao da palestra in-
titulada Aplicando Pick em questoes de Olimpia-
das proferida pela Prof?* Dra. Jacqueline Rojas, a
realizacao do minicurso de Introducao ao LATEX:
Como se tornar um colaborador do “E Matemaética,

‘77

Oxente!” e da oficina Matemaética e arte por meio
das obras do artista Escher, desenvolvidos, respecti-
vamente, pelo Prof. Me. Reginaldo Junior (IFPB)
e pelo Prof. Dr. Renato Diniz e o discente Al-
lan dos Santos. Além disso, apresentamos, com a
participacao dos docentes Prof. Dr. Carlos Go-
mes (UFRN), Prof. Dra. Elaine Silva (UFAL) e
Prof. Dra. Michele Novais (UFRPE), uma mesa-
redonda sobre os Desafios e Perspectivas das Olim-
piadas Regionais coordenadas por tais docentes, a

saber, Olimpiada de Matemética do Rio Grande do

Norte (OMRN), Olimpiada Alagoana de Matemé-
tica (OAM) e Olimpiada Pernambucana de Mate-
mética (OPEMAT).

Na presente edicao a secao artigo oferece um tra-
balho intitulado Recorréncias Lineares, tema fre-
quente nas olimpiadas de matematica.

A secao Curiosidade aborda um assunto cada vez
mais atual; ou seja, as Contribuicoes das Mulheres
para a Matematica, que faz um link com o artigo
da nossa edigao comemorativa dos 5 anos do nosso
jornal. A indicacao de leitura apresenta ao nosso
publico o livro A vida misteriosa dos matematicos,
obra de um matemético brasileiro reconhecido in-
ternacionalmente.

A secao Quem pergunta, quer saber!, aproveitando
a cruel invasao da Ucrania, e a existéncia de outros
focos de guerra, apresenta uma resposta do mate-
matico alemao Albrecht Beutelspacher a seguinte
pergunta: a matemética é uma ciéncia bélica?

Na peniltima secao trouxemos os enunciados e as
resolugoes da OPEMAT 2021, nivel 1, da nossa tao
querida olimpiada estadual.

A dltima parte da presente edicao é dedicada, como
sempre, as questoes propostas e resolvidas, fruto da
contribuicao dos nossos leitores.

Agradecemos mais uma vez a todos/as que nos aju-
daram na elaboracao dos contetidos e na divulgagao
do nosso jornal. Nao é demais ressaltar que temos
um canal sempre aberto para a comunicagao e con-
tribuigao dos nossos leitores.

Boa leitural
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1. Artigo

Recorréncias Lineares

Hellen Priscila de Souza Santos e Yane Lisley

Ramos Aratjo

UFRPE- CEGEN - Departamento de Matematica
Campus Recife
(52171-900) - Recife-Pernambuco - Brasil

Introducao

A sequéncia de Fibonacci é um contetido abor-
dado comumente em problemas de provas olimpi-
cas. Estudada pelo matematico italiano Leonardo
de Pisa, conhecido como Fibonacci, a sequéncia de
Fibonacci foi descrita pela primeira vez no ano de
1202 no livro Liber Abaci, como consequéncia de um
problema sobre a populacao de coelhos. O que torna
essa sequéncia mais interessante é a diversidade de
locais na natureza em que ela aparece, como: as fo-

lhas de arvores, nas pétalas de rosas, nos frutos, etc.

As relagoes que surgem ao trabalharmos com este
tema sao classificadas como recorréncias lineares.
Além desta sequéncia, outras sequéncias conheci-
das também surgem ao utilizar as recorréncias line-
ares sao elas: a dos nimeros fmpares, a progressao
aritmética, a progressao geométrica, entre outras.
Apresentaremos nesse artigo o que sao as recorrén-
cias lineares de 1?* e 2? ordem, assim como suas
implicagoes, métodos de resolugao e consequéncias;
dando énfase as suas aplicabilidades nas resolucoes
de questoes olimpicas principalmente em problemas
envolvendo as sequéncias de Fibonacci. O objetivo
deste artigo é instigar a percepc¢ao dos leitores a
desenvolver estratégias de resolucao de problemas
com o uso do raciocinio recursivo juntamente com

o emprego das propriedades das recorréncias.

Conceitos e Exemplos

Nesta secao definiremos as recorréncias lineares
que nada mais sao que sequéncias numéricas defini-

das de maneira recursiva.

Defini¢ao 1.1 (Sequéncias). Uma sequéncia x,, de
numeros reais ¢ uma funcao x : N — R. Denota-
mos a imagem z(n) por x,, a qual denominamos de

termo geral.

Definicao 1.2 (Recorréncias). Dizemos que uma
sequéncia (z,) é dada por uma relagao de recorrén-
cia se existem condigoes iniciais que determinam o
primeiro elemento da sequéncia e uma regra que
permitira determinar os proximos termos em fun-

¢ao dos antecessores.

Podemos classificar as sequéncias recorrentes
quanto & ordem, a linearidade e ao termo indepen-
dente. A ordem nos da o nimero de termos an-
teriores de quem o termo geral depende. Quanto
a linearidade dizemos que uma recorréncia é linear
quando o expoente dos termos anteriores do termo
geral sao todos iguais a 1, e caso contrario dizemos
que a recorréncia é nao linear. Quanto a presenca
ou nao de termos independentes classificamos as re-
corréncias em nao-homogéneas e homogéneas, res-

pectivamente.
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Assim, definimos:

Definicao 1.3 (Recorréncia Linear de 1# Ordem).
Uma relacao de recorréncia é dita linear de 1# ordem

se ela for expressa da forma

Tnt1 = g(n)zn + f(n)
com g, f: N —R.

Em outras palavras em uma recorréncia linear
de 12 ordem cada termo da sequéncia ¢ obtido por
uma relagao do seu termo imediatamente anterior
(com expoente igual a 1). Se f(n) =0, Yn € N, te-
remos uma recorréncia homogénea. Caso contrario

ela serd nao-homogénea.

Exemplo 1.1. Considere a sequéncia
(2,5,8,11,...,ap, ...).

Conjecture uma féormula por recorréncia para o n-

ésimo termo dessa sequéncia.

Solucao: Como sabemos, as formulas por recorrén-

cia precisam se referenciar no termo anterior, assim

temos:
ap =2
ap,=5=24+3=a1+3
a3 =8=5+3=ay+ 3.
Nesse caso, é facil ver que a,+1 = a, + 3. O

Além da recorréncia linear de 1# ordem, tem-se
também a recorréncia linear de 2% ordem, vamos

agora apresentar a sua definicao e alguns exemplos.

Definicao 1.4 (Recorréncia Linear de 22 Ordem).
Uma recorréncia linear de 2% ordem é uma recor-

réncia da forma
Tpio + g(n)Tpgr + f(n)x, +h(n) =0

onde g, f,h : N — R e f(n) nunca se anula.

Em outras palavras em uma recorréncia linear

de 22 ordem cada termo da sequéncia é obtido

por uma relagao envolvendo seus dois termos an-
teriores (ambos com expoente igual a 1). Quando
h(n) = 0,¥n € N, a recorréncia ¢ dita homogénea.

Caso contrario ela é dita nao-homogénea.

Exemplo 1.2 (OBMEP-2005 - 22 Fase - Nivel 3). A
sequéncia (0,3,7,10,14,17,21, ...) é formada a par-
tir do ntmero 0 somando-se alternadamente 3 ou 4

ao termo anterior.

0 3 7 10 14 ...

~ 7Y~ 7'~ > -
+3 +4 +3 +4

a) Escreva os 20 primeiros termos dessa sequéncia.
b) Qual é o 1000° termo da sequéncia?

¢) Algum termo desta sequéncia é igual a 20007

Por qué?

Solugao: a) Note que a sequéncia é uma recorrén-

cia de 1? ordem, assim temos que
Ty = 0

1 =3=x0+3
To=T7=x1+4
x3=10=29+3
ry=14=x3+4
x5 =17T=24+ 3.

Seguindo esse raciocinio chegamos que os 20 pri-
meiros termos dessa sequéncia sao 0, 3, 7, 10,
14, 17, 21, 24, 28, 31, 35, 38, 42, 45, 49, 52, 56,
59, 63, 66.

b) Observe que utilizando recorréncia, podemos
separar a sequéncia da seguinte maneira, a pri-
meira sequéncia seria (0,7,14,21,...) e a se-
gunda (3,10,17,...).

Seja n € N, temos assim que o termo geral da
1# sequéncia ¢ x,, = Tn e o da 22 sequéncia é
dado por x, = Tn + 3.

Dai, a primeira é composta por termos de in-
dices fmpares e a segunda é formada por ter-

mos de indices pares. Como queremos o 1000°
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termo, utilizaremos a 22 sequéncia. Note tam-
bém que o 1000° termo da nossa sequéncia prin-

cipal é 0 499° termo da nossa 2% sequéncia, dai:

r1=7-1+3=10

Assim, encontramos que

Tag9 = 7 - 499 + 3 = 3496.

c) Para 2000 ser um termo da sequéncia temos
que uma das duas equagoes deve ser satisfeita
2000 = 7n e 2000 = 7n + 3. No entanto, ve-
mos que nao existe n natural que satisfaca es-
tas equacoes. Portanto, nenhum termo dessa

sequéncia é igual a 2000.

]

Um dos exemplos mais comuns envolvendo a re-
corréncia linear de 22 ordem, é o problema de Fibo-

nacci.

Exemplo 1.3 (O Problema de Fibonacci). Um ho-
mem colocou um par de coelhos num lugar cer-
cado por todos os lados por um muro. Deseja-
se saber quantos pares de coelhos terd no meés n

considerando-se as restrigoes:

e No primeiro més nasce apenas um casal;

e (Casais amadurecem e reproduzem apenas apds o

segundo més de vida;

e Todos os meses, cada casal fértil da a luz a um

novo casal;

e Os coelhos nunca morrem.

Mg
. ey N
o

g /H\) g, ;,,fﬂ
£ P P

m/\‘ Mhg the m/\ Mg
B8 B B D
A A &M

Figura 1.1: Esquema de nascimento de coelho

Solug¢ao: Considerando x7 o més inicial, no fim do
primeiro més xy, no fim do segundo més x3 e, de
modo geral no fim n-ésimo més x,,1. Temos entao
que r1 = 1, 29 = 1, 3 = 2,... no fim de (n + 1)-
ésimo més, o namero de coelhos é dado pela quanti-
dade de casais adultos no fim do n-ésimo meés acres-
cida do nimero de casais ja adultos no (n—1)-ésimo

meés, ou seja,
Tpy2 = Tl T Ty
Assim x4 = 13+ 19 = 3, x5 = 4 + x3 = 5,... Dai
T = 1,I2 = ].,1’3 :2,.%‘4 :371’5 :5,

Essa sequéncia é denominada Sequéncia de Fibo-

nacct. O

De maneira geral, podemos definir:

Definicao 1.5 (Recorréncia Linear de Ordem k).
Uma recorréncia de ordem k é dita linear se existem

funcoes f, g1, ..., gx : N — R tais que

Totk = G1(N)Tpik—1 + . + ge(n)zn + f(n).

Se f(n) = 0 Vn € N, temos que a recorréncia
é linear homogénea, caso contrario é dita que a

recorréncia é linear nao-homogénea.

Exemplo 1.4. A recursdo de primeira ordem
que define a progressao aritmética de razao r #
0,211 = x,+7r € linear nao homogénea ao passo que
a recorréncia de segunda ordem x,9 = Tpi1 + Ty
que define a sequéncia de Fibonacci é linear homo-

génea.

Iremos agora apresentar alguns resultados en-
volvendo as recorréncias lineares, alguns destes re-
sultados sao métodos que nos permitem encontrar
o termo geral de uma dada recorréncia, o que é ex-
tremamente tutil, principalmente, nas resolugoes de

questoes olimpicas.
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Métodos de Resolugao Tp — Tp—1 = f(n—1).

1. Método da multiplicagao membro a membro Somando as igualdades membro a membro,

temos
Considere uma recorréncia linear homogénea

de primeira ordem z,,.1 = g(n)x,. E possivel (22—21) 4.4 (Tn—2p_1) = f(1)+..4+f(n—1),
escrever x, em funcao de n, observe:

ou seja,
o = g(1)x;
n—1 n—1
— Z(l'kﬂ — ) = f(k),
73 = 9(2)72 k=1 k=1
resultando,
Tp,=g(n— 1)z, . .
Multiplicando membro a membro obtemos, Ln =21 = Z (k).
k=1
Ty Tn-1Ty = g(1)...g(n — 1)x129... 201 Assim,
n—1
Dessa forma, segue que Tn = 21+ Z f(k).
k=1
2, = g(1)...9(n — 1)a;. Exemplo 1.6. Considere a recorréncia z,;; =

Ty + 2", com x; = 1. Tem-se
Exemplo 1.5. Considere a recorréncia
Tpi1 = 2x,,x1 = 2. Aplicando substitui¢oes Ty —1xp =2
sucessivas, temos que
T3 — Tg = 22
T = 2]71

T3 = 21y = 2(22,) = 2%, Ty — Tpoq =271

Ao somarmos estas igualdades membro a membro,

n—1
_ k
T, = X1+ E 2%,
k=1

Daqui e da féormula da soma finita dos termos de

bt :
Tn = 2001 = 2(2"221) = 2" Ly, OPREOS

e, como T = 2,

T, = 2" 12 =2, - "
uma progressao geomeétrica, temos que

2. Método da Soma Telescopica T, =x1+2" — 2.

Seja a recorréncia linear nao-homogénea de
o Como z; = 1, segue que
primeira ordem da forma x,,1 = z, + f(n),

de maneira semelhante =, — x, = f(n) oo on 1

zy — 1= f(1) O resultado a seguir nos garante que qualquer re-
corréncia linear nao-homogénea, de primeira ordem,

T3 — T = f 2 N
(2) pode ser transformada em uma recorréncia da forma

Tpi1 = T + f(n).
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Teorema 1.1. Se a, ¢ uma solu¢cao nao-nula da
recorréncia linear homogénea T,+1 = g(n)x,, entao
a substituicao x, = a,y, transforma a recorréncia
Tpi1 = g(n)x, + h(n) em yo11 = yn + f(n), sendo
fn) = ji-.

Demonstracao. Fazendo z,, = a,¥y,, a recorréncia

Tpi1 = g(n)z, + h(n) fica convertida em:

Ap41Yn+1 = g(n)anyn + h(n)

Como a,, é solugao de x,,1 = g(n)z,, tem-se que

any1 = g(n)a, e, consequentemente,

g(n)anyn-‘rl - g(n)anyn + h(n)7

o que fornece

h(n)

Yntl = Yn + —F/———.
! g(n)ay
UJ

Com isso podemos usar o método da soma te-
lescopica. Fquacao Caracteristica de Recorréncia
Linear Homogénea de 2% Ordem com Coeficientes
Constantes

Recorréncias da forma
Tpyo + PLoy1 + g, =0 (*)

em que ¢ # 0, sdo chamadas recorréncias lineares
homogéneas de 22 ordem com coeficientes constan-
tes. A cada recorréncia da forma (*) podemos as-

sociar uma equagao do segundo grau
P +pr4+q=0

que é chamada de equacgao caracteristica da recor-

réncia acima citada.

Exemplo 1.7. Ja vimos que a Sequéncia de Fibo-

nacci é definida recursivamente por
Tpy2 — Tpy1 — Tpyo — 0.

e, sendo assim, tem a seguinte equagao caracteris-

tica

r?—r—1=0.

As raizes desta equacao sao:

4V 145

1 9 ) T2 92

Os proximos dois teoremas auxiliam no trata-
mento das recorréncias lineares de 22 ordem a de-
pender das raizes da equacao caracteristica, que po-

dem ser iguais ou distintas.

Teorema 1.2 (Equagao Caracteristica com Raizes
Reais Distintas). Se a equagdo caracteristica v +
pr+q = 0 possui raizes distintas ry e r9, entao todas
as solugoes da recorréncia x,io + pTyy1 + qr, = 0
sao da forma a, = Ar{ + Bry, com A e B constan-

tes.
Demonstracao. Veja [1]. O

Teorema 1.3 (Equacdo Caracteristica com Rai-
zes Reais Iguais). Se as raizes de r* +pr +q = 0
sao 1 = r9 = 71, entao todas as solucoes da re-
corréncia Tpio + pTpy1 + qr, = 0 sao da forma

a, = Ar™ + Bnr"™ com A e B constantes.
Demonstragao. Veja [1]. O

Observacao 1.1. Se as raizes da equagao carac-
teristica forem complexas, podemos colocé-las na
forma trigonométrica e a solucao pode ser escrita
evitando calculos com complexos. Para detalhes,

veja [1].

Tomando como referéncia os Teoremas 1.2 e
1.3 podemos utiliza-los para determinar a solucao
das equacgoes de recorréncia lineares com coeficien-
tes constantes, quando suas equacgoes caracteristicas
possuem raizes reais iguais ou distintas.

19 Passo: Escrever a equagao caracteristica x, o +
PTrt1 + g, = 0 na forma r?2 + pr + ¢ = 0.
29 Passo: Determinar as raizes r; e ry da equagao
caracteristica.
3?2 Passo: Determinar constantes A e B tais que
sery # 1o

A’f’l —+ B?"Q =T

Ar? + Bri =z,
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oury, =mTr9=r

Ar+ Br = x;
Ar? +2Br? = 1.

4° Passo: Escrever a solugdo x, = Ar} + Bry
quando r; # ro e escrever a solugdo x, = Ar" +

Bnr™ quando ry = ry = 1.

Exemplo 1.8. Utilizando o metédo da solugao das
equacoes de recorréncia lineares homogéneas com
coeficientes constantes na sequéncia de Fibonacci,
segue que:

19 Passo: Temos que F,, o = F, .1+ F,. Cuja equa-
cao caracteristica é r2 —r — 1 = 0.

29 Passo: As raizes da equagdo caracteristica sao

1+V5 1-v5
2 2

r = € g =

3% Passo: Determinar as constantes A e B, tal que
E, = Ar? + Brj
Como Fy =0 e F} =1, temos o sistema

Ar? + Br) =0
Art + Bri =1

i 506 A= L .
cuja solucao ¢ A = N B = 7
42 Passo: Temos portanto que o termo geral da

recorréncia é

F_L]+ﬁn_ileﬁn
"B 2 NG 2

Esta dltima igualdade segue do Principio de Indu-

¢ao.

Problemas Resolvidos

Daremos alguns exemplos de questoes que apa-
receram em olimpiadas matematicas e que tem

como principio as recorréncias lineares.

Exemplo 1.9 (OBMEP - 2012 - Nivel 2). Renata
montou uma sequéncia de triangulos com palitos de
fosforo, seguindo o padrao indicado na figura. Um

desses triangulos foi construido com 135 palitos de

fosforo. Quantos palitos formam o lado desse trian-

gulo?

AN
A AN KRN

Figura 1.2: OBMEP 2012

Solucao: Seja x, o nimero de palitos utilizados
para construir o tridngulo, fazendo as seguintes ite-

racoes:

$2:.’L’1+6:9
$3:$2+9:18
x4 = 23+ 12 = 30.

Continuando, tem-se que o tridangulo que ocupa a
n-ésima posicao na sequéncia é formado acrescen-
tando, ao triangulo anterior, n triangulos iguais ao

primeiro. Assim:
T = 1-3

[E2—$1:2'3
I3—$2:3'3
$4—£B3:4'3

ZE5—I4:5'3

Ty — Tyl =N - 3.

Aplicando o método da soma telescopica, temos
T, =34+32+3+4+---+n)

T, =3(1+2+3+4+---+n)

3
o — n(n+1)
2
3n® + 3n
Ty = ——.
2
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Como x,, = 135, segue que

3n? +3
ST 3
2
que é equivalente a,
n*+mn—90 = 0.

Esta equacao possui raiz positiva n = 9, assim o tri-
angulo procurado é o nono da sequéncia, cujo lado

é composto por 9 palitos. ]

Exemplo 1.10 (OBMEP - 2013 - Nivel 1). A ar-
vore do professor Fernando cresce de acordo com a

seguinte regra:

(I) Na primeira semana a arvore comega a cres-

cer com apenas um galho;

(IT) Apos crescer por duas semanas, esse galho

dé origem a um novo galho por semana;

(III) Cada novo galho gerado continua a crescer,
e apos crescer por duas semanas da origem

a um novo galho por semana.

A figura ilustrada abaixo mostra a arvore do pro-

fessor Fernando apos 5 semanas passadas.

%

Figura 1.3: Arvore do Prof. Fernando

a) Quantos galhos havera apos seis semanas?
b) Quantos galhos havera apos sete semanas?

¢) Quantos galhos havera apos treze semanas?

Solugcao: a) A ramificacdo da arvore do professor
Fernando de acordo com as regras pode ser vista

de acordo com a seguinte ilustracao

6* semana 8 galhos

5" semana 5 galhos

4° semana 3 galhos
2 galhos
2" semana

1 galho

1*semanag 1 galho

Figura 1.4: Ramificacao da Arvore

Portanto apds 6 semanas, temos o resultado de

8 galhos.

b) Percebemos que o problema é semelhante ao
problema dos coelhos de Fibonacci, porém os
coelhos foram substituidos por galhos e os me-

ses por semanas. De modo geral segue que

Tpio = Tpi1 + T, paran > 1. Dai
X7 :$6+.CE5,

¢) Seguindo o padrao, a quantidade de galhos, que
teremos apos a 13? semana, sera dada pela soma
do 12° e do 11° termo, utilizando o método das

somas sucessivas, teremos
T = 8

7y =13
2g = 8+ 13 =21
T9g =13+ 21 =34
x10=21+34=55
11 =34+ 55=289
T2 = 55 + 89 = 144
13 = 89 + 144 = 233.

Portanto, a quantidade de galhos apds a 132 se-
mana ¢ 233.
O

Exemplo 1.11. (Exame Nacional de Qualificagao
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do PROFMAT-2018.2) Considere a recorréncia de-
finida por a; = l,as = 5 e paran > 0, ap10 =

50,11 —6a, determine o termo geral da recorréncia.

Solugao: De fato, temos que a,.2 = 5a,.1 — 6a, =
0. Sua equacao caracteristica é 7> — 5r +6 = 0. As
raizes dessa equagao sao r; = 3 e ro = 2. Como

a; = 1 e as = 5, obtém-se o sistema

AT1+BT2:1
Ar? + Br3 =5

cuja solucao é A =1e B = —1. Portanto, o termo

geral da recorréncia é a, = 3" — 2", [

Problemas Propostos

Problema 1.1 (OBMEP 2015, 12 Fase - Nivel 3,
[6]). Abaixo temos trés figuras pentagonais: A pri-
meira com 5 pontos, a segunda com 12 pontos e
a terceira com 22 pontos. Continuando esse pro-
cesso de construcao, a vigésima figura pentagonal
tera 651 pontos. Quantos pontos terd a vigésima

primeira figura?

7

5 12 22

Figura 1.5: OBMEP 2015

(a) 656  (b) 695 (c) 715  (d) 756  (e) 769

Problema 1.2 ([6]). Observe a disposigao abaixo

da sequéncia dos niimeros naturais impares:

1
3 5
79 11

13 15 17 19

Determine:

a) O primeiro termo da décima linha.

b) A férmula de recorréncia para o primeiro termo

da linha que esta na posicao n + 1.

Problema 1.3 (|7]). Considere o seguinte tabuleiro
quadriculado onde todos os niimeros naturais foram

escritos em diagonal.

10

1 2 |4 7|11

Cada quadradinho possui uma posicao denotada
por (z,y), em que x representa a coluna, contada
da esquerda para a direita, e y representa a linha,
contada debaixo para cima. Por exemplo, 12 e o

namero escrito no quadradinho de posicao (4, 2):

a) Determine o nimero que estd no quadradinho

de posicao (4,4).

b) Determine o nimero que estd no quadradinho
de posigao (1,2016).

¢) Determine o ntimero que estd no quadradinho
de posicao (2013,2017).

Problema 1.4. [1] Determine o nimero maximo

de regides em que n retas podem dividir o plano.

Problema 1.5 (IMO 1984 - SL). Seja ¢ um in-

teiro positivo. A sequéncia (f,) se define como:

i=1lfa=ce
Jne1 = 2fn — faa +2;<n > 2)'

Mostre que, para cada k € N, existe r € N tal que

fifrsr = [r.
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2. Curiosidades

Contribuicoes de Mulheres para a

Matematica

Lorena Brizza Soares Freitas
Maité Kulesza
Michele Mendes Novais®

A edicdo especial de 2022 do jornal “E Mate-
matica, Oxente!” trouxe um artigo que tratava da
desigualdade de género na Matematica. Um dos fa-
tores mencionados nele é o quanto o esteredtipo de
género, reforcado no ambito escolar, pode afastar as
meninas da matematica ocasionando uma falta de
identificagao e um distanciamento da area. A Histo-
ria da Matematica é culturalmente apresentada no
masculino deixando em segundo plano e, na maio-
ria das vezes, apagando as mulheres que contribui-
ram para a ciéncia. Esse é um erro que aumenta
a sub-representatividade feminina nas ciéncias exa-
tas. Nesta coluna, apresentando as trajetorias de
algumas mulheres matematicas, queremos estimu-
lar a divulgacao dessa Histoéria que pouco aparece
nos livros e que pode ajudar a desconstruir esses
esteredtipos e atrair mais meninas para o campo da
matematica. Como as mulheres tiveram um acesso
tardio a educacao e, quando permitido, limitado a
educagao infantil, os registros de contribuigoes das
mulheres na matematica sao datados dos ultimos
séculos, especialmente no mundo ocidental. Entre-
tanto, podemos citar diversas mulheres que contri-
buiram tanto com a Historia Antiga da mateméa-
tica quanto com a Histéria Moderna. A primeira
mulher matematica que se tem registro foi Hipa-
tia de Alexandria e devido a isso ela é mencionada
em diversos textos histéricos. Nascida no século
IV no Egito, Hipatia (370-415) estudou em Atenas
na Grécia e dedicou-se as areas de Ciéncias Exatas,
Medicina, Filosofia e Astronomia. Além de diversos
manuscritos sobre a aritmética de Diofanto, se atri-

bui a ela a inveng¢ao do astrolabio, do hidrometro e
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do higroscopico. Ressalta-se que ha uma divergén-
cia entre alguns historiadores sobre a criacao desses
intrumentos, embora todos afirmem sua participa-
¢ao na invencao ou melhoramento deles. Por ser
paga e defensora do racionalismo cientifico, Hipa-
tia foi assassinada em uma emboscada. Apods a sua
morte, nao se teve registro de mulheres na matema-
tica por mais de dez séculos. E importante desta-
car que ela foi incentivada por seu pai Theon, cien-
tista (matematico, astronomo e filésofo) conhecido
da época e juntamente com ele escreveu manuscri-
tos sobre os “Elementos de Euclides”. Assim como
Hipatia, muitas mateméaticas mencionadas na His-
toria, como Maria Gaetana de Agnesi (1718-1799),
Sofia Kovalevskaya (1850-1891) e Emmy Noether
(1882-1935) tiveram acesso & educagdo incentiva-
das por seus pais, irmaos ou professores. No con-
texto brasileiro, também temos poucos registros so-
bre a historia das matematicas, por exemplo, Maria
Laura Mouzinho Leite Lopes (1917-2013), pernam-
bucana, é considerada a primeira doutora brasileira
em Matematica e obteve o titulo de Doutora em Ci-
éncia - Matematica, em 1949, na Faculdade Naci-
onal de Filosofia, atualmente Universidade Federal
do Rio de Janeiro. No entanto, Marilia Chaves Pei-
xoto (1921-1961), em 1948, doutorou-se em Ciéncias
na Escola Nacional de Engenharia da Universidade
do Brasil, atualmente Universidade Federal do Rio
de Janeiro. Esses titulos nao eram ainda em ma-
tematica e, por isso, a professora Elza F. Gomide
(1925-2013) & citada por alguns autores como sendo
a primeira doutora em Matematica defendendo sua
tese em 1950 no Instituto de Matemaética e Estatis-
tica da Universidade de Sao Paulo. Ela foi respon-
savel pela traducao de diversos livros de matema-
tica, colaborando para o ensino e a divulgagao da
area. E importante ressaltar que muitas mulheres
entraram nas ciéncias dentro de um contexto social
privilegiado, mas essa nao foi a realidade de outra
matematica. A professora Eliza Maria Ferreira Ve-
ras da Silva (1944- ) nasceu em Itubera, Bahia. Sua
familia nao tinha condigoes de custear seus estudos

e, apos o término do Ensino Fundamental, incen-

tivada pela mae e por um tio, Eliza conseguiu es-
tudar no Colégio Normal de Jequié com uma bolsa
obtida por meio de uma prova de admissao, na qual
passou em primeiro lugar. Aos 23 anos, concluiu o
curso de Bacharelado e Licenciatura em Matematica
na Universidade Federal da Bahia (UFBA). Antes
mesmo de iniciar a faculdade, Eliza foi premiada
com a Bolsa Philips da Holanda, por ter concluido
o ultimo ano pedagdgico com média 10 em todas as
disciplinas. Fez mestrado e doutorado na Franga na
Universidade de Montpellier, e concluiu o seu dou-
torado em Matemética em 1977, onde estudou com
uma bolsa do Governo da Franga e defendeu uma
tese sobre algebras nao-associativas. A professora
Eliza é a primeira mulher negra brasileira a obter
um doutorado em Matemética. Ela é a tnica das
citadas nesta coluna que esta viva. E por que es-
colhemos menciona-la? Para destacar que as meni-
nas e mulheres negras tém ainda mais barreiras de
acesso a educacao, em particular, as ciéncias exa-
tas. Marjorie Lee Browne (1914-1979) ¢ Katherine
Coleman Goble Johnson (1918-2020), muito conhe-
cida através do filme “Estrelas Além do Tempo”, sao
matemaéticas que enfrentaram o preconceito de gé-
nero e o de raca. Ainda temos muito o que fazer
para diminuir essas diferencas, mas queremos divi-
dir com vocés essas curiosidades e fazer um convite
para que possamos divulgar mais as trajetorias des-
sas e outras mulheres que contribuiram muito para
o desenvolvimento da Matemética.
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2Professor do Departamento de Matematica da Universidade Federal Rural de Pernambuco

3Superficie minima ¢ uma superficie que dado o contorno ela minimiza a area. Podemos entender fisicamente ao mergulhar
um arame(contorno) numa solugao de sabao e formar uma bolha (que é uma superficie) , nesse caso pelas restrigoes fisicas
a bolha sempre terd a menor area possivel.

4Serendipismo-descobertas boas feitas por acaso. Um bom exemplo, de histéria de serendipismo é Alice no Pais das
maravilhas (que alids também foi escrita por um matemaético).
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geometria de espago-tempo com multiplas possibili-
dades, nos lembrando uma variedade®. Entao é em-
blemético que tal concepgao tenha surgido na mente
de um geometra brilhante.

No Aleph, Vladimir tem experiéncias interessan-
tes que nao obedecem nossos conceitos fisicos ordi-
narios. Mas acima de tudo, o ponto forte do livro
é nos dar a possibilidade de espiar as maiores men-
tes matematicas, ver mimetizadas suas formas de
pensamento, e através desta fresta intelectual con-
templar a condensacao dos didlogos, embates e co-
laboragoes que fundaram o edificio da matematica.

Se na entrada da Academia de Platao se lia a
placa “que nao entre quem nao saiba geometria”’, no
livto o chamado é outro. Pois o estilo literario é
bem humorado e nao cai em tecnicismos, podendo
ser apreciado por qualquer interessado em matema-
tica.

Por isso é uma leitura recomendada a qualquer

entusiasta de nossa ciéncia.

4. Quem pergunta, quer saber!

A matematica é uma ciéncia bélica?

Por Severino Barros de Melo®

A publicacao da presente edicdo do “E matema-
tica, Oxente!” coincide com cerca de quatro meses
da invasao da Ucrénia pelas tropas Russas. Como
qualquer guerra, também essa, com forte cobertura
midiatica, depoe contra a capacidade humana de di-
alogar e resolver suas divergéncias na esfera diplo-
mética. Coincide também com uma crescente po-
larizacao ideologica no nosso pais. Nesse contexto
nos pareceu oportuno trazer para esse namero uma
pergunta feita por um visitante do Museu Intera-
tivo de Matematica de Giessen (Alemanha). Nesse
espaco cultural, como abordado em edigoes anteri-
ores do jornal, o visitante pode fazer perguntas que

sao respondidas pela equipe do museu.

Pergunta: A mateméatica é uma ciéncia bé-
lica? 7

Resposta do entao diretor do Museu, o ma-
tematico Albrecht Beutelspacher:

Existiu e existem mateméticos que trabalham
para a industria armamentista. Arquimedes (287-
212 a.C) ja naquela época, desenvolveu diversos
equipamentos bélicos como méquinas lancadoras de
garras mecanicas, para defender sua cidade natal,
Siracusa, do ataque dos Romanos. Diz a lenda que
ele conseguiu incendiar os barcos inimigos com a
ajuda de imensos espelhos incendiarios.

Outro exemplo é o do matemaético francés Jean-
Victor Poncelet (1788-1867).

1812 da campanha russa de Napoleao, e, como der-

Ele participou em

rotado no campo de batalha de Smolensk, foi aban-
donado no local, indo parar numa cadeia russa como
prisioneiro de guerra. Naquela situagao, absoluta-
mente so, criou as bases da moderna geometria pro-
jetiva. Depois do seu regresso a Franca, fez carreira
nas escolas militares superiores e obteve numerosas
honrarias militares.

Por tltimo, durante a segunda guerra mundial,
havia muitos mateméticos (ndo somente do lado ale-
mao, mas também entre os aliados) dedicados a de-
cifrar os codigos dos respectivos inimigos. O mais
conhecido foi Alan Turing (1912-1954) que naquele
periodo estabeleceu os fundamentos tedricos da in-
formatica. Isto é somente uma amostra de nomes
de matematicos que colocaram sua inteligéncia a
servico de objetivos militares. Porém a questao é
se estas atividades tiveram influéncia decisiva na
Matematica. Eu entendo que nao. Sem duvida a
matematica recebeu e recebe estimulos por causa
deste tipo de aplicagoes. Isto é uma coisa boa e im-
portante. Porém, a pergunta do visitante se funda-
menta no interesse em saber se isso alterou a essén-
cia da matematica, se a mateméatica pode se apre-
sentar com “cara de ma”; ou seja, se sempre esta

vulneravel a qualquer tipo de ideologia. Podemos

SVariedade ¢ um conceito matematico que generaliza as nogoes de superficie (variedade de dimensao 2) para dimensoes
maiores. A despeito de ndo intuitivas sua existéncia concreta encontra respaldo nas teorias fisicas.

6Professor do Departamento de Educacio da UFRPE

"Traducdo do livro Matematica: 101 preguntas fundamentales escrito por, Albrecht BEUTELSPACHER. Madri:

Alianza editorial, 2015.
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responder com clareza: a matematica nunca se dei-
xou influenciar por qualquer ideologia. A matema-
tica sempre foi espantosamente imune a qualquer

concepcao de mundo.

As tentativas de se criar uma “matemética
Alema”, em oposi¢ao a uma chamada “matematica
Judaica”, na década de 1930 fracassaram completa-
mente. Nao porque os matematicos nao estivessem
de acordo, mas porque simplesmente nao funcionou.
A judaica era algo como a “abstrata” teoria dos con-
juntos, enquanto a geometria grafica era conside-
rada tipicamente alema. Porém, qualquer um que
se inicie no estudo da matemaética (por exemplo, no
campo da geometria) observaréa que se trata de uma
separacao artificial e nao ¢ um ponto de vista de-
fensavel. Isto pode ser observado desde o inicio da
geometria onde uma reta se define como um con-
junto de pontos com determinadas propriedades e
se fala com desenvoltura de médias, produtos car-

tesianos, etc.

Também no socialismo real, a matematica era,
num certo sentido, uma “ilha para as almas’. De
todo modo, muitos matematicos afirmam que a pes-
quisa mateméatica ¢ um aspecto da vida que no
fundo escapa da influéncia ideologica dos partidos.
E por que isto? Muito simples: alguém pode estar
muito convencido de sua visao de mundo, porém
se ele nao concebe isso como matematico nao tem
nenhuma possibilidade de futuro. Quem nao possui
um perfil que, por um lado seja criativo, e por outro
o estimule a interpretar a realidade com uma logica
sOlida, o caminho intuido durante o percurso cria-
tivo nao podera leva-lo a dar nem o primeiro passo

no campo da ciéncia.

Em outras palavras, a esmagadora logica da ma-
tematica, com esse rigido sistema de regras, as vezes
considerada fria e desumana, se revela precisamente
nas situagoes dificeis, como se fosse uma rocha no

meio das ondas que a golpeiam.

Assim sendo, os matematicos de fato contribui-
ram para o desenvolvimento de armas e instrumen-
tos militares ( e contribuem ainda hoje), porém a

matematica em si é incorruptivel a tudo isso. So-

bre a utilizacao da matematica no contexto militar,
se podem ter opinides diferentes, mas nao quanto a

independéncia da matematica como tal.

5. Eventos

e IIT Encontro Nacional Online de Pro-
fessores que Ensinam Matematica (III
ENOPEM)

— Local: Online - https://matematicana

escola.com/iiienopem

— Data: 4 a 8 de julho

e XIV Encontro Nacional de Educacao
Matematica (XIV ENEM)

— Local: Online - https://www.even3.co

m.br/xivenem2022

— Data: 11 a 15 de julho

6. Solucoes de Olimpiadas

Nesta edicao apresentaremos a resolucao das
questoes da prova da Olimpiada Pernambucana de
Matematica (OPEMAT) do ano de 2021 referentes

ao nivel 1.

Questao 1. Toda semana, o m-raia e trés de seus
amigos se reinem para jogar um jogo de RPG cha-
mado “Numbers & Dragons”. Apoés atravessar a
Floresta de Steiner, eles finalmente chegam a ca-
verna do dragao Kruskal. O mestre do jogo explica
que antes de enfrentarem o dragao, deverao passar
por 3 salas cheias de quebra-cabegas, construidas
para proteger o tesouro do dragao.

Ao entrarem na primeira sala, o grupo logo
avista 3 estatuas, representando dois matemaéaticos
da antiguidade, uma de bronze, uma de pedra e
outra de madeira segurando, cada uma, um vaso.
Cada estatua pode ser posicionada de 2 maneiras
distintas, rotacionando-a em torno de seu préprio
eixo. No centro da sala, um pedestal contendo um

lnico pergaminho onde lé-se:
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(A) (V) (F) Ha 6 maneiras de posicionar as 3 trés

estatuas.

Ao julgar corretamente a primeira afirmacao, as 3
estatuas magicamente se voltam para o centro da
sala. O pedestal se abre, revelando 4 esferas ma-
cicas de ouro idénticas e um segundo pergaminho

onde lé-se:

(B) (V) (F) Ha 125 maneiras de distribuir as 4 es-

feras nos 3 vasos.

Apos deduzir corretamente a veracidade da segunda
afirmagao, uma passagem ao fundo se abre levando
o grupo a segunda sala. A sala contém 4 portas
enumeradas de 1 a 4 com algarismos romanos. No
centro da sala, um novo pedestal contendo um tnico

pergaminho onde 1é-se:

(C) (V) (F) Ha 15 maneiras de se dividir 4 amigos

em grupos.

Os amigos julgam a terceira afirmacao e logo em
seguida, o pedestal se abre revelando 4 chaves enu-
meradas também com algarismos romanos de 1 &
4. Acompanhando as chaves estava um pergaminho

onde 1é-se:

(D) (V) (F) Ha 8 maneiras de se tentar abrir as 4
portas utilizando as 4 chaves, se cada chave
deve ser utilizada uma tnica vez e nenhuma
chave deve ser utilizada para abrir a sua pro-

pria porta.

Os amigos julgam corretamente a quarta afirmacao
e a sequéncia correta das chaves é revelada no pro-
prio pergaminho. Apéds inserirem as quatro chaves
na sequéncia correta e as virarem simultaneamente,
um barulho é ouvido e o chao logo abaixo do m-raia
se abre, que cai por um longo tiinel até ser arremes-
sado dentro de uma sala escura, a terceira e tltima
sala. No meio da sala é possivel ver, sobre uma
gigantesca pilha de ouro, o dragao Kruskal, que re-
pousava apods sua tltima refeicao enquanto que no
fundo da sala, sobre um pedestal, estava o medalhao
de ouro olimpico. Ao tentar caminhar, o 7-raia tro-

peca no tltimo pergaminho com a tltima charada:

(E) (V) (F) Considerando que se esta no ponto
(0,0) e que partindo de um ponto (z,y), s6
¢ possivel se deslocar para o ponto (x + 1,v)
ou (z,y+ 1), ha 10 trajetos até o ponto (3, 3)
que nao passam pelo ponto (2,2), onde esta o

dragao.

Apos responder a tltima charada, um caminho
no chao se ilumina e o 7w-raia atravessa em segu-
ranc¢a até o medalhao. Porém, ao toméa-lo em suas
maos, o dragao Kruskal desperta, e a aventura desta

semana se encerra.

Solugao: A — (F). H4 2 maneiras de se posicio-
nar a primeira estatua, 2 maneiras de se po-
sicionar a segunda e 2 maneiras de se posici-
onar a terceira. Pelo principio multiplicativo,
h& 2 -2 -2 = 8 modos de se posicionar as trés

estatuas.
B — (F). Podemos dividir em casos:

(i) Todas as esferas em um tnico vaso;

(ii) Um vaso com trés esferas e um outro vaso

com outra esfera;

(iii) Um vaso com duas esferas, e um outro

com duas outras esferas;

(iv) Um vaso com duas esferas, um segundo
vaso com outra esfera e um terceiro vaso

com outra esfera;

No caso (i), ha 3 modos de se escolher o vaso
que ird conter as 4 esferas; no caso (ii), ha 3
modos de se escolher o vaso que ira conter trés
esferas e 2 modos de escolher o segundo vaso,
logo ha 3 -2 = 6 possibilidades; no caso (iii)
h& 3 modos de escolher o vaso que ird con-
ter duas esferas, e 2 modos de escolher vaso
que ira conter as outras duas esferas; Logo,
ha 3 -2 = 6 maneiras de fazer as escolha dos
dois vasos. Porém, cada escolha de dois vasos
foi contada duas vezes desta maneira, logo ha
apenas 6/2 = 3 possibilidades neste caso; no
caso (iv) ha 3 modos de se escolher o vaso que
ird conter 2 esferas e 2-1/2 = 1 modo de se

escolher os dois outros vasos que irao conter
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uma esfera cada. Logo, ha 3-1 = 3 possibilida-
des neste caso. Pelo principio aditivo, temos
346+ 3+ 3 = 15 modos de se distribuir 4

esferas idénticas em 3 vasos distintos.
C — (V). Podemos dividir em casos:

(i) Um tnico grupo com os quatro amigos;

(ii) Trés amigos em um grupo e outro em ou-

tro grupo;

(iii) Dois amigos em um grupo e dois amigos

em outro grupo;

(iv) Dois amigos em um grupo, um terceiro
amigo em outro grupo e um quarto

amigo em outro grupo;

(v) Quatro grupos com um amigo cada.

No caso (i), h4 uma tnica possibilidade; no
caso (ii), basta escolher o amigo que formara
um grupo sozinho, o que pode ser feito de 4
modos; no caso (iii) temos 4 - 3/2 = 6 modos
de escolher dois grupos com dois amigos cada.
Porém, cada escolha desta foi contada duas
vezes, pois nao hé distincao entre os grupos,
logo temos apenas 3 possibilidades para este
caso; no caso (iv), basta escolher os amigos
que irao formar um grupo de duas pessoas, o
que pode ser feito de 4-3/2 = 6 modos; no caso
(v) ha uma tnica possibilidade. Logo, pelo
principio aditivo, temos 1 +4+3+6+1 =15
modos.

D - (F). Temos 3 modos de escolher a chave que
serd inserida na porta de nimero I. Temos dois

Casos:

(i) A chave 1 ¢ inserida na posi¢ao da chave

que foi inserida na porta I;

(ii) A chave 1 nao ¢ inserida na posicao da

chave que foi inserida na porta I;

No caso (i); s6 ha uma possibilidade para es-
colher as portas das chaves restantes; no caso

(ii), a chave 1 pode ser inserida de 2 maneiras

e, uma vez feito isso, as demais chaves s6 po-
dem ser inseridas de uma tnica forma. Assim,
temos 3 - (1 + 2) = 9 possibilidades.

E - (F). Cada caminho de (0,0) até (3,3) cor-
responde biunivocamente a um anagrama com
3 letras D (direita) e 3 letras C (cima). Para
contar tais anagramas, basta escolher os luga-
res que serao ocupados pelas letras D, o que
pode ser feito de 6-5-4 = 120 modos. Porém,
cada escolha destas foi contada 3-2-1 =6
vezes, pois as letras D sao idénticas. Logo, ao
todo s@o 20 caminhos até (3,3). Os caminhos
até (3,3) que passam pelo ponto (2,2) podem
ser contados da seguinte forma: contamos os
caminhos de (0,0) até (2,2), ha4-3/2 =6
tais caminhos e, em seguida, contamos os ca-
minhos de (2,2) até (3,3), que s@o apenas 2.
Logo, temos 6 - 2 = 12 caminhos de (0,0) até
(3,3) que passam por (2,2). Portanto, sdo
apenas 20 — 12 = 8 os caminhos que nao pas-
sam por (2,2).
m

Questao 2. Os atletas A, B, C, D e E participa-
ram de uma corrida olimpica cujo trajeto consiste
de uma pista reta dividida em 5 partes. Em cada
posicao equivalente a 1 metro de percurso foram co-
locados niimeros naturais em algumas das pistas em
ordem crescente, a partir do 1, de cima para baixo e
da esquerda para a direita conforme mostra a figura
abaixo:

psglo 1 2 3 4 5 6 7 8 9

4 8 0 10

1 ??

% 2 6 9 13

e a4 i 11

Os atletas pulavam os ntimeros encontrados em
suas respectivas pistas. Por exemplo, o atleta D
pulou no inicio da corrida os ntumeros 2, 6 e 9 nas
posicoes 1, 3 e 5, respectivamente. Além disso, to-
dos correram pelo menos até a distancia em que se

encontrava o nimero 2021 no percurso.
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(A) Qual atleta pulou o namero 20217

(B) Em que posigdo no percurso aconteceu esse
salto?

Solugao 1: (A) Apo6s completar o percurso com
mais alguns nimeros, podemos analisar o padrao
dos numeros na pista do atleta C. A sequéncia de
ntmeros é 7,14, 21, .... Entao fazemos a divisao de
2021 por 7 (ou qualquer multiplo de 7). No caso
do 7 obtemos que 2021 = 288 x 7+ 5 = 2016 + 5.
Portanto o niimero 2016 aparece na pista do atleta
C. Como o resto é 5, completamos os proximos 5
ntmeros e obtemos que o atleta B pula o 2021.

(B) Os numeros da sequéncia 7,14,21, ... estao
nas respectivas posicoes 4,8,12,... e dai obtemos
que o 2016 esta na posicao 4 x 288 = 1152. Como
0 2021 esta 3 posicoes a frente, segue que 2021 esta
na posicao 1152 + 3 = 1155.

]

Solugao 2: (A) Apods completar o percurso com
mais alguns nimeros, podemos analisar o padrao
dos numeros na pista do atleta B. Na pista do
atleta B temos dois padroes diferentes nos ntme-
ros: um com a sequéncia 1,8,15,... e o outro com
5,12,19,....

No primeiro caso temos os niimeros da forma
1+7n,n€{0,1,2,3,...}

Verificamos se para algum valor de n temos a igual-
dade 1+ 7n = 2021, ou seja, 7n = 2020 para algum
n €40,1,2,...}. Isso é impossivel, pois 2020 nao é
multiplo de 7.

No segundo caso temos os nimeros da forma
5+ 7Tn,ne€{0,1,2,3,...}

Verificamos se para algum valor de n temos a igual-
dade 5+ 7n = 2021, ou seja, 7n = 2016 para algum
n € {0,1,2,...}. Isso é valido para n = 288. Logo
o atleta B pulou o ntiimero 2021.

(B) Agora resta verificar em qual posigao no per-
curso estd o 2021. Para isso observamos que os ni-

meros da sequéncia 5,12,19,... estao nas posigoes

3,7,11, ..., respectivamente. Portanto, correspon-
dendo as posicoes da pista onde devemos chegar ao

2021, temos os numeros da forma
3+4n,n €{0,1,2,3,...}

Atribuindo o valor n = 288 obtido acima, obtemos
que o numero 2021 estd na posicao 3 + 4 x 288 =

1155, ou seja, o salto ocorreu na posigao 1155. [

Questao 3. A partir do quadrado OOFGHI cuja
base HI esta contida na reta r, a m-veta tenta cons-
truir o tridngulo AFH L, onde L pertence a reta 7,

conforme mostra a figura abaixo.

Suponha que a area do triangulo AFHL seja
o dobro da area do quadrado JFGHI. Calcule o
GK

valor da razao =5

Solu¢ao: Por um lado, como a area do triangulo
AFHL vale 2a® centimetros quadrados( onde a de-
nota o comprimento do lado do quadrado OFGH )

entao

oo — 1, — — 1 —
Logo, IL =3 -a.

Por outro lado, como os triangulos AFGK e
AKIL sao semelhantes pelo critério angulo angulo
entao
GF TG
KI TL

Desde que IL =3 -a, FG = a entdo

GE  a
a—GK 3-a
Logo,
— a
GK = -.
4
GK _ 1
Portanto, = =1

[]

Questao 4. Durante a impressao das provas da
OPEMAT de 2016, devido a um problema técnico,
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a impressora passou a imprimir a letra P no lugar da
letra E. Além disso, toda palavra impressa teve suas
letras permutadas de lugar, de modo que nenhuma
letra ocupasse o seu lugar de origem. Quantos ana-
gramas novos podem ser formados na impressao da
palavra OPEMAT levando estes dois problemas téc-
nicos em consideracao? Por exemplo, na situagao
descrita o anagrama TAMOPP ¢é uma das possi-
bilidades enquanto que OPMPAT nao podera ser

impresso.

Solugao: Estamos interessados em contar os ana-
gramas da palavra OPPMAT onde nenhuma letra
ocupa o seu lugar de origem.

Temos 4 - 3 = 12 modos de escolher os lugares
das letras P. Porém, cada escolha foi contada duas
vezes, pois uma permutacao das letras P entre si
nao produz um novo anagrama. Assim, dividimos
esse total por 2 obtendo entao 6 modos de escolher
os lugares das letras P.

Chamemos agora de “livres” as duas letras que
originalmente ocupavam esses lugares escolhidos e
“nao-livres” as 2 outras letras.

Para posicionar a primeira letra nao-livre temos
dois casos possiveis: (i) a primeira letra nao livre é
posicionado em um dos lugares originalmente ocu-
pados pelas letras P; (ii) a primeira letra nao-livre

é posicionada no lugar da outra letra nao livre.

(i) Neste caso, ha 2 modos de escolher o lugar da

primeira letra nao-livre. A outra letra nao-
livre terd 2 modos de ser posicionada (pode-
mos escolher entre o outro lugar da letra P
ou o lugar da letra que nao é a segunda letra

nao-livre).

(ii) Neste caso, ha apenas 1 modo de posicionar a
primeira letra nao-livre. Ao fazermos isso, a
segunda letra nao-livre torna-se livre e pode

ser posicionada de 3 modos.

As 2 letras livres restantes podem ser posicionadas
de 2 -1 = 2. maneiras.

Portanto, o total de anagramas que podem ser
produzidos em virtude destes dois problemas técni-
cos¢6-(2:2+1-3)-2=6-7-2=84modos [

Questao 5. Alice estava bastante entediada. Para
passar o tempo, com o auxilio de um computa-
dor, ela calculou a soma dos algarismos do niimero
71904 Ela chamou essa soma de D. Nao satis-
feita, ela somou os digitos do nimero D e obteve
um novo numero que ela chamou de K. Sabendo

que 20 < K < 30, determine K.

Solugao: Pelo critério de divisibilidade por 9 temos

7194 ¢ D deixam o mesmo resto na divisao por

que
9. Analogamente, D e K deixam o mesmo resto na
divisao por 9.

Note que 73 deixa resto 1 na divisao por 9. Desse
modo, 71992 = (73)331 deixa resto 133! = 1 na divisdo
por 9. Por outro lado, 7% deixa resto 4 na divisao
por 9. Assim, pelo Lema dos Restos, 71004 = 71002.72
deixa resto 1-4 = 4 na divisao por 9. Como K esta

entre 20 e 30, a tinica possibilidade para K é 22. [

7. Problemas

Para concluir, convidamos o leitor a responder

alguns problemas. Divirtam-se!!!

Problema 1 (Obm-22, Nivel 2). Uma tripla de in-

teiros positivos (a, b, ¢) é dita miranha se:

e albc+1,;
e b|ac+1,;
e clab+1;

Determine todas as triplas miranhas.

Problema 2 (Canguru de Matemaética Brasil 2021
- Nivel J). No intervalo de um jogo de handball, o
placar era 9:14, ou seja, o time visitante estava ga-
nhando com 5 gols de diferenga. Com as instrugoes
do técnico no intervalo, o time da casa dominou o
jogo no segundo tempo e entao marcou o dobro do
numero de gols que o time visitante marcou no se-
gundo tempo e acabou vencendo o jogo com um gol

de diferenca. Qual foi o placar final do jogo?

(a) 20:19 (b) 21:20 (c) 22:21 (d) 23:22 (e) 24:23
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Problema 3 (OBMEP-2019 Nivel 3). Uma fungao

20 +1
f € tal que f +1 = — para todo ntimero real
x — x

z diferente de 0 e 1. Qual é o valor de f(3)7

Enviem as solugoes dos problemas propostos
para o e-mail:ematematicaoxente @gmail.com

Para que apreciemos sua solugao e o seu nome
apareca entre os solucionadores de questoes, o envio
deve ser realizado até 31/08/2022.

8. Solucoes dos Problemas

Nesta edi¢ao apresentamos as solugoes dos pro-

blemas propostos da publicacao vol. 1, n. 21,

Dezembro de 2021. 8

Problema 1. Determine as fungoes f(x) que satis-

fazem a seguinte relacao

f(—z)+2f G) =3zr+1

1
Solugdo 1. Vamos nomear f(—z)+2f (—) =3z+
T
1 por (0).
Notemos

1
f <—), x # 0. Além disso, ao invés de trabalhar-
x

inicialmente que, uma vez dada

mos com —z, iremos substituir x por —z. Com isso,

teremos que (0) resulta em

flx)+2f (%1) = -3z + 1. (1)

Note que por x # 0, podemos trabalhar com o
inverso multiplicativo de x, ou seja, ao substituir-

1
mos x por — em (0), teremos
x

2f(x)+f(_71) :%Jrl. (2)

A partir de (1) e (2) e multiplicando (2) por —2,

temos o sistema simples de equacoes

flx)+2f (_? =-3r+1
-1 —6

—Af(x) —2f (?) =2

X

Somando as duas equagOes no sistema, temos

que

—6 6 322
—3f(x):?—1—3x:>3f(x):#
_ 6+x+32°

3z

Solugao 2. Outra forma de determinar a f(x) seria,

Logo, f(x) O

a partir de (0) e sabendo que = # 0, é substituir x

—1 1 -3
por —, resultando em 2f(—z)+ f (—) = —+1
x x x

Segue

f(—x)+2f i =3z+1

2f(—x)+ f @) = _73+1.

— 322 -6
teremos f(—z) = %
x

Ora, substituindo x por —z neste ultimo resultado,

temos

]

Problema 2. (Canguru de Matematica - 2021 - Ni-
vel J) A figura mostra um semicirculo de centro O
e varios angulos inscritos, sendo 2 deles de medidas

conhecidas.

Qual é o valor de a?

8 As soluces dos problemas 1, 2 e 3 foram enviadas pelo leitor Rodrigo José da Silva, aluno do Departamento de

Matematica da Universidade Federal Rural de Pernambuco.
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Solugao 1. Apenas para auxiliar no desenvolvi-
mento das ideias, vamos tomar os pontos A, B, C

e D, como segue na imagem abaixo.

Note que por AB ser o didmetro da semicircunfén-
cia dada, o triangulo ABC' é reto em C. Assim,
BAC +67° = 90° = BAC = 23°. Perceba também
que os triangulos DOC e AOC sao isosceles de base
DC e AC, respectivamente. Por AOC' ser isosceles
e CAO = BAC, ACO = 23°. Isso implica que, C,
no triangulo DOC, é igual a a + ACO. Logo, por,
no triangulo DOC), D=0,

32°=23°+a=a=9°

]

Solucao 2. Apenas para auxiliar no desenvolvi-
mento das ideias, vamos tomar os pontos A, B,C

e D, como segue na imagem abaixo.

Como OB e OC tém como comprimento o raio da
semicircunferéncia dada, BOC' é isosceles de base
BC. Assim, BCO = 67°. Note ainda que por AB
ser diametro, o triangulo ABC' é reto em C', impli-

cando em
ACO + BCO = 90° = ACO = 23°.

Por DOC' ser isosceles de base DC, ODC =
OCD =DCA+ ACO = a + 23°. Portanto,

32°=23°4+a=a=9°

Problema 3. (Coletanea de problemas - Revista
da Olimpiada - IME - UFG, n° 7, Setembro 2008)

Considere uma sequéncia
(1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,5,5,5,5,5,...)

cujos termos sao os inteiros consecutivos em or-
dem crescente, e na qual o inteiro n ocorre n vezes.
Qual o resto da divisao por 5 do 1993° termo desta

sequéncia?

Solucao. Primeiramente, vamos reescrever toda
essa sequéncia em linhas, como segue abaixo.
Linha 1: 1
Linha 2:
Linha 3:
Linha 4:

Linha 5:

Ot = W N
QU = W N
Ot = W
Ot W~

Dada a repeticao de um inteiro n n-vezes, nao é

dificil perceber que a soma do namero de elementos
n(n+1) S
_— a_

bendo que a linha a qual contém o 1993° elemento

até a m-ésima linha serd dada por

serd composta por um mesmo nimero, podemos de-
terminar esse elemento pela desigualdade

nntl) | g9 Mn=b

2 2
n?4+n>3986>n>—n=

n? > 3986 —n >n’—2n =
n® > 3986 —n > (n— 1) =

n>v3986—n>n-—1

Um bom candidato para n é 63, visto que é a
raiz quadrada de 3969. De fato, 63 > /3923 >
V/3844 = 62. Para n = 62, ¢ simples ver que a re-
lacao nao ocorre (61 <62< M) Dessa forma,
0 1993° elemento da sequéncia é 63. Logo, por 63
=3 mod 5, o resto da divisao por 5 do 1993° termo

desta sequéncia é 3. O
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