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Teoremas que ilustram este fato sao o Teorema
de Pitagoras e a Generalizacao de Polya, cujos enun-
ciados compartilham a mesma hipotese, porque sao
vélidos para triangulos retangulos e diferem na tese,
pois o Teorema de Pitdgoras garante que a soma
das areas dos quadrados construidos sobre os cate-
tos € igual a area do quadrado construido sobre a
hipotenusa, enquanto, na Generalizacao de Polya,
esse resultado ¢ valido para quaisquer figuras seme-
lhantes construidas sobre os lados de um triangulo
retangulo. Logo, o Teorema de Pitagoras é um caso

particular da Generalizagao de Polya.

Vale ressaltar que um mesmo teorema pode pos-
suir diversas generalizagoes diferentes. O Teorema
de Pitagoras, por exemplo, possui varias generali-
zacoes. Além da Generalizacao de Polya, podemos

citar a Lei dos Cossenos.

Neste artigo iremos demonstrar o Teorema de
Pitagoras e em seguida, mostrar essas suas duas ge-
neralizagoes e algumas de suas aplicagoes, inclusive

em questoes de Olimpiadas de Matematica.

Teorema de Pitagoras

Pitagoras (570-495 a.C.) foi, dentre outras coi-
sas, um matematico e mistico, nascido em Samos,
uma pequena ilha do Dodecaneso na Grécia. Du-
rante suas viagens, adquiriu um vasto conhecimento
matematico, com os egipcios especula-se que teve
contato com o teorema mais famoso que leva seu

nome, cujo enunciado atual segue abaixo.

Teorema 1.1 (Teorema de Pitagoras). Em todo
tridngulo retangulo o quadrado do comprimento da
hipotenusa € igual a soma dos quadrados dos com-

primentos dos catetos.

A situacao descrita neste teorema pode ser ilus-

trada com a figura 1.

Figura 1: Teorema de Pitagoras

Fonte: Autoria propria

Demonstracao. Vamos demonstrar agora o Teo-
rema de Pitdgoras. Para isto, considere a figura

2.

Figura 2: Teorema de Pitagoras

Fonte: Autoria Propria

Seja ABC'D um quadrado cujos lados sao b+ c.
Desse modo, vamos expressar a area do quadrado
ABCD de duas formas distintas: como (b + c)? e
como a soma das areas dos 4 tridangulos retangulos
de catetos ¢ e b e do quadrado de lado a. Assim,

temos:

4b
(c+b)? = 70+a2,

ou equivalentemente,

2+ 2¢h + b = 2be + a®.
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Dalf,

A+ =d’

Portanto, temos que o quadrado do compri-
mento da hipotenusa é igual a soma dos quadrados
dos comprimentos dos catetos.

O

Agora, apresentaremos alguns problemas olim-

picos que tratam do Teorema de Pitagoras.

Exemplo 1. (OBMEP 2015) Na figura, as areas
dos quadrados P e R sao iguais a 24cm? e 168cm?,

respectivamente. Qual é a area do quadrado Q7

Figura 3

Fonte: Prova OBMEP 2015, nivel 3, 1* fase

Solucgao:

Observe que os triangulos ABC' e DE B sao con-
gruentes e, portanto, o segmento AB tem a mesma
medida do lado DE do tridngulo (). Utilizando o
Teorema de Pitagoras no triangulo ABC', temos que
area de R = area de P + area de (). Portanto, a
area de (Q é 168 — 24 = 144cm?.

Exemplo 2. (OBMEP 2016) O quadrado da figura
estd inscrito no semicirculo e o circulo esté inscrito
no quadrado. O circulo tem area igual a 10cm?.

Qual é a area do semicirculo?

2
N/

Fonte: Prova da OBMEP 2016, nivel 3, 1?fase

Solucgao:

L

a
N

Figura 4: Representagao ilustrativa do exemplo 2

Fonte: Solucao da prova da OBMEP 2016, nivel 3, 1*fase

Vamos chamar de r o raio da circunferéncia
inscrita no quadrado e R o raio do semicirculo.
Como a circunferéncia esté inscrita no quadrado,
temos que o lado do quadrado mede 2r. Obser-
vando o triangulo retangulo destacado na figura e
usando o Teorema de Pitagoras, podemos escrever:
R? = 472 + r? = 572, Assim, a area do semicirculo

é %WRQ = §7r7“2 = % .10 = 25¢m?.

Lei dos Cossenos

A Lei dos cossenos é uma das generalizacoes
para o Teorema de Pitagoras e pode ser utilizada
para todo triangulo, nao apenas para o triangulo

retangulo.

Teorema 1.2 (Lei dos Cossenos). Em um tridngulo
qualquer, o quadrado da medida de um lado € igual
a soma dos quadrados das medidas dos outros dois
lados menos duas vezes o produto das medidas des-

ses lados pelo cosseno do dngulo formado por eles.
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De acordo com a figura a seguir, esse teorema Utilizando a relagao fundamental da trigonome-

pode ser traduzido pela igualdade (1). tria (sen? A+ cos? A= 1), verificamos que
A a? = b® + 2 — 2bccos A.
% - (b) A = 90°: Neste caso, pelo Teorema de Pité-
C

goras temos que

B ® L e a® = b+ 2.

Figura 5: Teorema de Pitidgoras

Fonte: Autoria Propria
//’/.

a® = b* + & — 2bccos . (1) N

Demonstracao. Inicialmente, consideremos o trian- g e .
gulo ABC com AB = ¢, AC =be BC = a. Seja H

o pé da altura relativa ao lado AC' e h seu com-

) ) Figura 7: A lei dos cossenos: o caso A = 90°
primento. Consideremos separadamente os casos

A< 90°, A=90°¢ A > 90°: Fonte: Autoria Propria
(a) A < 90°: Neste caso, os pontos H e C estio
numa mesma semirreta, como ilustrado na figura 6. Como cos A = 0, segue o resultado.

(c) A > 90°: Neste caso, o vértice A pertence ao

segmento CH. Como ilustrado na figura 8.

Figura 6: A lei dos cossenos: o caso A < 90°
Fonte: Autoria Propria Figura 8: A lei dos cossenos: o caso A > 90

- R R Fonte: Autoria propria
Assim, AH = ccos A e h = csen A. Por outro

lado, aplicando o Teorema de Pitagoras ao triangulo Notemos que BAH = 180° — A. Considerando

BCH, obtemos: o triangulo BH A, temos

AH = ¢ - cos(180° — A)
@ = W+CH
= W24 (b—AH) = ¢ (sen(180°) - sen(A) + cos(180°) - cos A).
= (csenA)’ + (b— ccos A’ Portanto,
= b+ A(sen® A + cos® A) — 2bccos A.

H = —c - cos(A).
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Temos, ainda que

h_ sen(180° — A),
c

dessa forma, obtemos
h=c-sen(180° — A)

— ¢ (—sen(180°) - (cos(A)) — cos(180°) - (sen(A)).

Logo,

h = c-sen(A).

Aplicando novamente o Teorema de Pitagoras
ao tridangulo BC'H e prosseguindo como em (a), ob-

temos

o> = R+ CH =h*+ (b+ AH)?
= (c-senA)?+ (b—c-cosA)2.

Assim, concluimos que
a® = b* + ¢ — 2bccos A.

[]

A seguir apresentamos alguns problemas olimpi-

cos nos quais podemos aplicar A Lei dos Cossenos.

Exemplo 3. (Portal do Saber - OBMEP) Dois la-
dos de um tridngulo medem 6 m e 10 m e formam
entre si um angulo de 120°. Determinar a medida

do terceiro lado.

Solugao: Seja a o lado oposto a 120°, entao pode-

mos escrever que
a’ = 6+ 10% — 2.6.10.cos120°
) 1
a’? =36 + 100 — 120. -5

a = V196

a = 14m.

Exemplo 4. (Portal do Saber - OBMEP) Dado um

triangulo de lados 5 cm, 7 cm e 8 cm, determine o

valor do cosseno e do seno do menor angulo interno

desse triangulo.

Solugao: Seja o 0 menor angulo interno. Ele sera
o oposto ao lado de medida 5 e, aplicando a lei dos

COSSenos, teremos

52 =72 4+ 82— 2.7.8.cosa

254964
TS = T 08
S
CoOS(y = ﬂ

Aplicando a férmula fundamental, obteremos

sena + cos®a =1

112
2
=) =1
sen a+<14)
5V3

Sen o = T

Generalizagao de Polya

George Polya (1887-1985) foi um matemaético
nascido em Budapeste, Hungria. Polya é famoso
por escrever o livro “A arte de resolver problemas”
e foi responsavel por uma das generalizacoes para
o Teorema de Pitagoras, com a qual se mostra que
esse resultado é valido nao apenas para quadrados
construidos sobre os lados de um triangulo retan-
gulo, mas para quaisquer figuras semelhantes nes-
sas condi¢oes. Em principio, apresentaremos alguns
resultados importantes que serao necessarios na de-

monstragao da generalizacao:

Definicao 1.1. Podemos dizer que figuras seme-
lhantes sao resultantes de um processo de ampliacao
ou reducao de uma dada figura, mantendo uma pro-
porcao entre as medidas da figura inicial e da outra
ampliada ou reduzida. Especificamente, tratando-
se de poligonos, estes sao ditos semelhantes quando
possuem angulos correspondentes de mesma medida

e lados correspondentes proporcionais.
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Proposigao 1.3. As dreas de duas figuras seme-
lhantes estao entre si como o quadrado de razdo de
semelhanca.

Demonstracao. Inicialmente iremos tratar de re-
gioes triangulares. Sejam ABC e EFG triangulos
semelhantes, como ilustrados na figura 9, de modo
que

Figura 9

Fonte: Autoria propria

AB BC AC
EF TG EG

=k com k>0.

Considere AD a altura de ABC em relacio a
base BC e EH a altura de EFG em relacdo a base

FG. Como ABC e EFG sao semelhantes, entdo
AD
= k. Denotando area de uma figura F' por [F],

EH
temos que
BC - AD
[ABC] B 2
[EFG]  FG-EH
2
- BC AD
FG FEH

Portanto, podemos concluir que a proposicao é
véalida para quaisquer figuras, pois estas podem ser
aproximadas por poligonos, que por sua vez podem

ser decompostos em triangulos. m

Proposicao 1.4. Sejam a,b,c e d niumeros reais

a c
tais que — = —. Entao,
Ty~

at+c a ¢
b+d b d
. a c . a b
Demonstracao. Note que, se it entao — = —.
c

Somando 1 em ambos os lados da igualdade

e_2y
— = — temos:
c d
a+c_b+d
c d’
logo
& a+c_c
b+d
Portanto,
a+c_g_g
b+d b d

]

Agora, dispomos das ferramentas necessarias

para demonstrar a Generalizagao de Polya.

Teorema 1.5 (Generalizacao de Polya). Se F, F”
e F" sao figuras semelhantes construidas, respecti-
vamente, sobre a hipotenusa a e os catetos b e ¢ de
um tridngulo retangulo, entao a drea de F' € igual a
soma das dreas de F' e F".

Demonstracao. Observe a figura a seguir.

Figura 10: Generalizacao de Polya.

Fonte: Autoria propria

Considere o triangulo retangulo ABC', reto no
vértice A. Sendo AB = ¢, BC =a e AC =b. Con-
sidere figuras semelhantes quaisquer construidas so-
bre os lados do triangulo ABC, como ilustrado na

figura 10. Utilizando a Proposicao 1.3, segue que

R Ol
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Logo,
W _F
a? c? b2

Pela Proposigao 1.4, temos que

(F] _ [P+ (]

az B2
Portanto, como a® = b? + 2, pelo Teorema de
Pitagoras, podemos simplificar a equagao anterior,
obtendo

[F] = [F"] + [F"].
O

A seguir um problema cuja solucao é obtida

usando o Teorema 1.5.

Exemplo 5. Sobre cada um dos lados de um trian-
gulo ABC, foram construidos poligonos semelhan-
tes. Sabendo que suas areas sao 25, xr e br + 1
unidades de area. Qual o valor da soma das areas

dos poligonos?

Solucgao: Se as areas das figuras construidas sobre
os lados do triangulo sao 25, x e 5r + 1, entao as
figuras que foram construidas sobre a hipotenusa
poderao ter areas iguais a 25 e 5z + 1, uma vez que

x é menor que bx + 1. Temos dois casos a analisar.

i) Quando 25 for a area da figura construida

sobre a hipotenusa: Pela Generalizacao de
Polya, temos que a area da figura construida
sobre hipotenusa ¢ igual a soma das areas das

figuras construidas sobre os catetos, entao

25 = brxr+1+«x
24 = 6bx
r = 4

Logo, as areas sao 25, 21 e 4 e, portanto, a

sua soma ¢é 50.

ii) Quando 5z + 1 for area da figura construida
sobre a hipotenusa: De forma analoga ao caso

i), pela Generalizagao de Polya, temos

5r+1 = 25+«
doe = 24
r = 6

Logo, as areas sao 31, 25 e 6 e, portanto, a

sua soma ¢ 62.
Aplicagao (Lanulas de Hipocrates)

As linulas estudadas por Hipocrates de Chios
(470 - 410 a.C.) foram as primeiras figuras nao re-
tilineas a terem suas areas calculadas. Utilizando a
Generalizacao de Polya para o Teorema de Pitago-

ras pode-se demonstrar o resultado a seguir.

Teorema 1.6. A medida da drea do tridngulo re-
tingulo ABC' € igual a soma das medidas das dreas
das lunulas construidas sobre seus catetos. De

acordo, com a figura 11, temos

Figura 11: Representagao das linulas de Hipocrates.

Fonte: Autoria propria

Demonstra¢ao. Considere um tridngulo retangulo
inscrito em um semicirculo. Agora, considere mais
dois semicirculos com diametros construidos sobre
os catetos do triangulo, visto na figura. Pela Gene-
ralizagao de Polya, temos que a area do semicirculo
maior é igual & soma dos dois semicirculos menores.

Logo, baseando-se na figura 11, temos
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Portanto,

Conclusao

[T] = 5] + [R].
T)=[S]+[R ] Kro\
/

Diante do que foi mostrado, percebemos que a

hipotese e a tese da Lei dos cossenos abrangem as Figura 13

do Teorema de Pitédgoras. Ja a Generalizagao de
Polya partilha a mesma hipotese do Teorema de Fonte: Prova OBMEP 2018, nivel 3, 1* fase

Pitagoras, pois ambos sao resultados vélidos para

triangulos retangulos, mas apresenta uma tese mais A)c=a+1b
ampla. Dessa forma, tanto a Lei do Cossenos como B)c=a-1b
a Generalizagao de Polya sao exemplos de generali- C) 2a +b
zagoes do Teorema de Pitagoras. D) a+ 2b
E)2a—b

Problemas propostos

Problema 1 (OBMEP 2017). Na figura, os angu- Problema 3 (OBMEP 2015). Uma lata cilindrica,

los ABC e BC'D medem 120°, o angulo BAD ¢ fechada embaixo e aberta na parte de cima, tem al-
reto, e os segmentos BC ¢ CD medem 4 cm e 8 tura de 17¢m e sua borda é uma circunferéncia de

cm, respectivamente. Qual é a area do quadrilatero ~ comprimento 30cm. Na superficie interna da lata,
ABCD em cm2? a 4cm da borda superior, h4 uma mosca parada
(ponto M). Na superficie externa da lata, a lem da
base e no mesmo plano que passa pela mosca e que
divide a lata em duas partes iguais, encontra-se uma
aranha (ponto A), como na figura. A aranha anda
pela superficie da lata até chegar & mosca, fazendo
o caminho mais curto entre elas. Quantos centime-

tros a aranha anda sobre a superficie da lata?

A

Figura 12

Fonte: Prova OBMEP 2017, nivel 3, 1* fase

A) 1443

B) 28v/3 Figura 14

C) 32\/§ Fonte: Prova OBMEP 2015, nivel 3, 1* fase
D) 36v/3

E) 40v/3 A

=)

Problema 2 (OBMEP 2018). A figura mostra trés

regioes, a,b e ¢, determinadas por um quadrado de

O Q
~—_ O — ~—
Tt s W N =

centro O, e suas circunferéncias inscrita e circuns-

3!

crita. Qual das igualdades a seguir é verdadeira?
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Problema 4 (Portal do Saber - OBMEP). Os la-
dos de um triangulo sao 3, 4 e 6. O cosseno do

maior angulo interno desse triangulo vale:

=
24
By — 1
24
3
C _
) 8
3
D) -2
) 8
R) -
10

Problema 5 (Portal do Saber - OBMEP). Um
AABC tem lados AB, AC' e BC que medem, res-
pectivamente, 5 cm, 10 cm e 9 cm. Determine a

medida da mediana relativa ao lado AC.

Problema 6 (Portal do Saber - OBMEP). Em um
paralelogramo ABCD, os lados AB e AD medem,
respectivamente, £+/2 cm e z cm, e 6 é o angulo ob-
tuso formado entre eles. Se a diagonal maior mede

2x c¢m, entao qual o valor do seno do angulo 67

Problema 7. (30° Olimpiada de Matematica do
Estado do Rio Grande do Norte) Na figura, AD =
2 cm, AB = v/3 cm, a medida do angulo BAC ¢
30° e BD = DC', onde D ¢é ponto do lado AC. A

medida do lado BC, em cm, é

C

Figura 15

Fonte: Autoria propria

Problema 8. Sobre os lados de um triangulo re-
tangulo foram construidas figuras semelhantes com
areas medindo 2x , 50 e 30 unidades de area. Quais

os possiveis valores para x?
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2. Solucoes de Olimpiadas

Nesta edicao apresentaremos a resolugao de trés
questoes discursivas da prova da Olimpiada Per-
nambucana de Matematica (OPEMAT) do ano de

2019 referentes ao nivel 3.

Questao 1. O 7 — raia convidou dois grupos de
amigos {ay, as, as} e {b1, by, b3}, todos nimeros
reais positivos, para uma tarde de jogo com desi-

gualdades.

1. Os grupos quando estao juntos ficam “mais
fortes” do que misturados. Mostre que essa

“forca” satisfaz a seguinte desigualdade:

(£4)- (32%)= (B)

Sugestao: Defina a fungao
f: R—>R
3
fle)=> (a;-z—b)".
i=1
2. Sabendo que o 7 — raia e seus amigos satisfa-
zem a relacao
(ll'ag'agzl € bl'bg'b3:7'('3.

Mostre, usando a “for¢a” do item 1, a validade

da seguinte desigualdade:

bi+0ba+02 bI+0b3+0b3 bI+0b3+ b2 )
a? + a? + a? =
1 2 3
Solugao: 1. Seguindo a sugestao, defina
f: R>R
3
— Ylaee—b)

=1

Uma vez que (a;-x — bl-)2 > 0, para cada
i € {1,2,3}, segue que f(x) > 0, para todo
x € R. Por outro lado,

(a; - — b)) = a2-22—2-a;-bi+b?, Vie {1,2,3}.

De onde, concluimos que

Assim, f é uma funcao do segundo grau nao-
negativa, isto é, f tem no maximo uma raiz

real.

Em outras palavras, temos que o discrimi-

nante referente a equacao

(2; a?) 2?2 (z; a; - bi) Tt (2; bg) _0

¢é negativo. Entao,

(S| e (59)
(%)

2. Em primeiro lugar, note que

@+@+@+ﬁ+@+@+ﬁ+@+@

af a3 af
1 1 1 9 19 9

(2)
Dai, usando a desigualdade de Cauchy-

Schwarz, temos
1 1 1
(a—%+a—§+a—§) R 1)
5 4 3
-(22) (&)
2
(5t
b b b
:(¢+3+3>
ap az as

Por outro lado, usando a desigualdade entre

(3)
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as médias aritmética e geométrica, temos

b b b
o T tay o gl b2 by
3 - Var az as
:3b1'b2‘b3
ay - Qg - Aas
:37T3
=T.
De onde, segue que
b b b
—+24+2>3.m (4)

ay a9 as

Das estimativas (2), (3) e (4), segue a desi-
gualdade desejada.
[

Questao 2. Dois feixes de luz sao lancados do
ponto F' na figura abaixo em direcao aos pontos
E e P que estao a mesma distancia do ponto F' .
No caminho do feixe que sai de F' na dire¢ao de F,
é colocado um espelho num ponto Y para desviar
o feixe em diregao ao ponto W no feixe F'P. Po-
rém, o feixe refletiu em dire¢ao ao ponto P. Sabe-
se que o angulo F' Y P mede 140°, que a medida do
segmento K P é igual a medida do segmento W P,
que o triangulo AFY P é isosceles e que ao rotaci-
onar um pouco o espelho mantendo o ponto Y fixo
conseguiu-se um feixe incidente em W. Sendo ( o
angulo entre o feixe incidente em Y e o feixe refle-

tido que passa por W, determine [5.

—

Solu¢ao: Complete o desenho para um tridngulo

is6sceles com vértice em F', trace o segmento EW.

E

P

Observe que o angulo Y PE mede 60°, e 0 angulo
PEW mede 50°, pois, por construcao o AW PE é

isosceles e possui angulo do vértice igual a 80°, visto
que o triangulo AFPFE ¢ isosceles e o angulo PFE
mede 20°.

Agora, construa um segmento TP de forma que
o tridangulo A PT'F seja isosceles com angulo do vér-

tice medindo 20°.

Olhando para o triangulo APW'T', observe que
a medida do segmento WP ¢é igual a medida do
segmento T'P e o angulo WPT mede 60°. Assim,
o triangulo APW'T é equilatero e o angulo TWE
mede 10°.

Desta forma, o angulo Y PT mede 40° ¢ o angulo
TY P mede 40° (para ver isso olhe para o tridngulo

AY PE, observando a soma dos angulos internos).

=

Segue que o triangulo AY PT ¢ isosceles e, as-
sim, a medida do segmento TP ¢é igual a medida
do segmento TY. E como a medida do segmento
TW é igual a medida do segmento TP, segue que
o triangulo ATWY ¢é isosceles e com o angulo do
vértice WY medindo 40°. Assim, o angulo WY P
mede 30° e consequentemente 8 mede 110°, pois o
angulo TYW mede 70°.

O

Questao 3. Um par de nameros inteiros (a,b)
¢ chamado de acidental quando ambas as razoes

abaixo

b>—a+b
ab—b—1’

a?—b+a
ab—a—1

sao nimeros naturais. Encontre todos os pares de

inteiros acidentais com a >1e b > 1.
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Solugao: Como a >1eb> 1 temos que ab—a — 1

e ab — b — 1 sd@o ambos positivos. Como

b>—a+b
ab—b—1

a>—b+a
ab—a—1

sao nimeros naturais, segue que a>—b+a e a®>—a+b
sao ambos positivos.

Uma vez que ab —a — 1|a*> —b+a e ab—b —
1)0* — a + b obtemos:

a?—b+a>ab—a—1>0ce
V¥ —a+b>ab—b—1>0.

O que nos da

(a+1)(a—b+1)>0e
(b+1)(b—a+1)>0.

Desse modo, como a e b sao inteiros positivos,
temos que 1 >b—ael >a—b, oqueimplica em
a:boua:b+1oub:2a+1.

Se a = b, entao é natural, o que nos

a2 — a—
déa a solucao a = b = 2.
b2 4 2b+ 2 2b—4
Seazb%—l,entéo%:l%—bQ_Q é

natural. Como b > 3 implica em b% — 2 > 2b — 4, a
linica solucao nesse caso é b=2e a = 3.
O caso b = a + 1 é simétrico ao caso anterior e
nos d4 uma tnica solugao dada por a =2 e b= 3.
Assim, as solugoes para o nosso problema sao
a=2eb=2,a=3eb=2¢e;a=2eb=23.
m

3. Curiosidades

Numeros Perfeitos
Maria Angela Caldas Didier *

Rennan Lopes Carbas °

Uma das grandes motivagoes dos matematicos

como Fermat, Euler e tantos outros foi estudar pro-

priedades e relacoes dos nimeros. Muitos desses
matematicos acharam ntmeros com propriedades
interessantissimas, os nimeros perfeitos fazem parte

deste achado.

Um numero perfeito é aquele cuja soma de to-
dos os seus divisores naturais ¢ igual ao dobro dele,
ou ainda, se o numero for igual & soma dos seus
divisores naturais distintos dele mesmo. Por exem-
plo, os nimeros 6 e 28. Note que os divisores de
6 sao: 1,2,3 e 6, cujasoma é 1+2+3+4+6 = 12
e que os divisores de 28 sao: 1,2,4,7,14 e 28 cuja
soma é1+2+4+7+ 14+ 28 = 56. Um fato cu-
rioso é que todos os numeros perfeitos conhecidos
sao pares. Nada se sabe sobre a existéncia ou nao

de ntmeros perfeitos impares.

Acerca dos ntimeros perfeitos pares, temos um
teorema que os caracterizam. Este teorema, em
parte atribuido a Euclides e em parte devido a Eu-
ler, relaciona os niimeros perfeitos pares aos niime-
ros de Mersenne.® Tais ntimeros sdo os primos da
forma M, = 2P — 1, com p primo. Nao se sabe
ao certo se existem infinitos primos desta forma.
O teorema de Euclides-Euler nos diz que um ni-
mero natural n, par é perfeito se, e somente se,
n = 2P~1(2P — 1), onde 2 — 1 é um ntmero primo
de Mersenne. Ou seja, todo naumero primo de Mer-

senne gera um nimero perfeito par.

Os matematicos da Antiguidade fizeram varias
conjecturas sobre os numeros perfeitos baseados nos
quatro que conheciam (6, 28,496, 8128), mas ficou
provado que a maior parte delas era falsa. Uma des-
sas conjecturas era que, sendo os numeros 2,3,5e 7
precisamente os quatro primeiros primos, o quinto
nimero perfeito seria obtido com n = 11, que é o
quinto primo. Todavia, 2! —1 = 2047 = 23 x89 nao
é primo e dai n = 11 nao gera um namero perfeito.
Um teorema interessante dos niimeros perfeitos pa-

res ¢ o de que eles sempre terminam em 6 ou em

8.

QOutro fato relevante relacionado aos ntmeros

4Professora Doutora do Departamento de Matemaética da Universidade Federal Rural de Pernambuco.

5Graduando do curso de Licenciatura em Matemética pela Universidade Federal Rural de Pernambuco.

6Mersenne foi um matematico eclesiastico fundamental para a divulgacdo cientifica do século XV II. Ele costumava trocar
cartas com os maiores cientistas de sua época, como Fermat, Torricelli e Descartes.
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primos de Mersenne é que o maior nimero primo
conhecido atualmente ¢ um primo de Mersenne.
Ele foi descoberto em 7 de dezembro de 2018 pelo
projeto de pesquisa mundial Great Internet Mer-
senne Prime Search (GIMPS). Tal ntimero primo
possui 24.862.048 de digitos e é gerado tomando
p = 82.589.933. O projeto GIMPS foi criado em
1996, ele permite que se faca o download de um
software que pode ser executado em computadores
de uso doméstico para encontrar niimeros primos.
Desde entao, foram descobertos os tltimos 17 pri-
mos de Mersenne. A pessoa que encontrou o ntimero
Megs 589,933 foi Patrick Laroche, um profissional da
area de TT de Ocala (Florida, EUA). Essa desco-
berta lhe rendeu um prémio de aproximadamente

11 mil reais.

Referéncias
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legao PROFMAT. Segunda edi¢ao. Rio de Janeiro:
SBM, 2016.,

[2] GREAT INTERNET MERSENNE PRIME SEARCH. 51st
Known Mersenne Prime Found!.[S.I.], 2018. Dispo-
nivel em: https://www.mersenne.org. Acesso em:
2 nov. 2019.

4. Indicagoes de Leituras/Filmes

René Descartes

Por Severino Barros de Melo *

Todo aluno do ensino médio ja foi apresentado a
Geometria Analitica. Sobretudo para aqueles apai-
xonados pela Matematica é a ocasiao de adentrar
em um novo mundo, no qual a uniao indissoltvel
entre Algebra e Geometria propicia uma abordagem
até entao inédita nesse campo do conhecimento. A
Historia atribui ao matemaético e filésofo franceés
Rene Descartes (1596-1650) a criagdo deste novo
ramo da matematica. Continuando minha navega-

¢ao no youtube, a qual me referi na edicao anterior

"Professor do Departamento de Educacio da UFRPE

do nosso jornal, eis que nos deparamos com um ou-
tro achado: um filme sobre Descartes, que sem du-
vida merece também nossa indicacao. O titulo da
obra é Descartes, drama legendado em portugués
e dirigido pelo Italiano Roberto Rossellini, sempre
interessado em divulgar grandes filosofos da huma-
nidade. Foi produzido em 1974 e tem a duragao
de 162 minutos, quase uma minissérie! Na versao
em DVD foi inserido o depoimento de Homero San-
tiago, entao professor de Filosofia da Universidade

de Sao Paulo.

Na apresentagao do filme os divulgadores afir-
mam que “Em quase trés horas, Rossellini realiza
com o seu realismo caracteristico um retrato fasci-
nante da vida de Descartes e de sua busca incessante
pelo conhecimento. Acompanhamos vérias décadas
da vida do pensador incluindo a escrita e a publi-
cagao do Discurso do método e de suas principais
obras, o debate em torno do método cartesiano e
seus estudos de Geometria Analitica. (...) Descar-
tes ¢ um filme obrigatorio para todos os interessa-
dos em filosofia, incluindo professores, estudantes e
pesquisadores.”

Portanto, mais uma indicagao que vale a pena

conferir!

5. Quem pergunta, quer saber!

No numero 48 da Revista do Professor de Mate-
mética (RPM), (2002, p. 53), um leitor pergunta:
quantos triangulos obtusangulos existem cujos la-

dos sdo trés ntiimeros inteiros e consecutivos?
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Resposta da RPM: Somente um, de lados 2,3 e
4. Supondo que as medidas dos lados sejam a — 1, a
e a+ 1, é necessario que a + 1 < a+a — 1, isto é,
a>2. (%

A lei dos cossenos nos diz que nos triangulos ob-
tusangulos (a + 1)* > a® + (a — 1)% (**).

Efetuando os calculos, obtém-se a < 4. Por-
tanto, a = 3 e os outros lados medem 2 e 4.

Os asteriscos sao por conta da redacao do Jornal
E Matematica Oxente!

(*) Aplicagao da desigualdade triangular: “Em
todo triangulo cada lado é menor que a soma dos
outros dois".

(**) A desigualdade justifica-se pela supressao,
na lei dos cossenos, da parcela contendo o produto
dos outros dois lados pelo cosseno do angulo que eles
formam, uma vez que este angulo é obtuso e, dessa
forma, possui cosseno negativo. Precisamente, te-

mos que

(a+1)* =a’+ (a—1)? —2a(a — 1) cos(a)
> a?+ (a—1)?

em que « ¢ o angulo obtuso entre os lados de medi-
dasae (a—1).

6. Eventos

Devido a pandemia do coronavirus a agenda de
eventos esta suspensa, uma vez que a maioria deles,
se nao todos, estao cancelados por tempo indeter-
minado ou estao ocorrendo na modalidade virtual
sendo divulgados & medida que ocorrem. Para con-
ferir alguns eventos que estao ocorrendo de forma
on-line acessem https://mathseminars.org/ e fi-
quem atentos as diversas redes sociais das institui-

coes.

7. Problemas

Para concluir deixamos para o leitor alguns pro-

blemas. Divirtam-se!!!

Problema 1 (OPM - 2008). Seja ABC um trian-
gulo iso6sceles de altura 8cm e base 4cm, inscrito em
uma circunferéncia de raio R. Determine o valor de

R.

Problema 2. Sobre os lados de um triangulo re-
tangulo foram construidos quadrados. Se a area de
um dos quadrados é 25cm? e cada lado do trian-
gulo tem medida inteira em c¢m, quanto valem essas

medidas?

Problema 3. Na secao “Quem pergunta quer sa-
ber” é respondida a seguinte questao: “Quantos tri-
angulos obtusangulos existem, cujos lados sao trés
inteiros consecutivos?”. Responda agora, sob estas
condi¢oes: Quantos sao os tridngulos retangulos? E

quantos acutangulo?

Mandem solugoes dos problemas propostos para
o e-mail:ematematicaoxente@gmail.com

Para que apreciemos sua solug¢ao e o seu nome
apareca entre os solucionadores de questoes, sua so-
lugao deve ser enviada até 30/09/2020.

8. Solugoes dos Problemas

Nesta edi¢ao apresentamos as solugoes dos pro-
blemas propostos da publicacao vol. 1, n.13, De-
zembro de 2019.

Problema 1 (XXXVII OCM — Nivel 2). Seja n um

nimero natural
(a) Mostre que 8" — 1 é multiplo de 7;

(b) Encontre todos os valores de n para os quais
8" —1

é primo.
Solugdo. (a) Para n = 0 temos que 8° — 1 = 0,
que ¢ um multiplo de 7. Para n = 1 temos
8! —1 = 7 que também ¢é multiplo de 7. Supo-
nha agora que n > 2. Para quaisquer z,y € R
a expressao z" — y" fatora-se como:

l,n_yn _ (x_y)(xnfl_’_xany_’_‘ i '+xyn72_’_yn71)'
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Agora tomando x = 8 e y = 1 temos que:

8" —1=(8—1)(8" ' 48" 2 4 ... £8+1)
=708 482 4. 18+ 1).

Logo, 8" — 1 é um multiplo de 7.

n

€ N. Res-

tando entao determinar quando o mesmo é

(b) O item (a) nos garante que

primo. Suponha que n > 1. Lembre que 8 =
23, logo 8" —1 =23"—1 = (2")3—1. Mas para
qualquer z € R, 23 — 1 = (z — 1)(2* + z + 1),

pondo x = 2", temos que:
8" —1=(2"—1)(2*"" + 2" +1).

Uma vez que 7 é¢ um divisor de (2" —1)(2*" +
2"+1) e 7 é primo, segue que 7 divide (2" —1)
ou 7 divide (2%" + 2" 4 1) Teremos entao dois
casos a serem estudados.

Caso 1: se 7 divide (2" — 1). Teremos a fa-

toracao

8" —1 (2" —1
7 7

)(2271_'_271_'_1)’

n

, 220 49" 11 € Z. Se ambos forem
8" —1

onde

maiores que 1, temos que
8" —1

é composto.

Assim, para que seja primo se faz ne-

cessario que pelo menos um desses fatores seja
n
= 1’

1 e o outro seja primo. Note que —
implica que n = 3. Neste caso, verifica-se que

8 —1
=173
7 Y

e realmente é primo. Por outro lado, note que
nao existe n tal que 22" +2"+1 = 1, pois isso

implicaria que 2" + 1 = 0.

Caso 2: Suponha agora que 7 divide 22" +

2™ 4 1. Neste caso temos a fatoracao
"—1 22n 4 om 41
8 =(2"-1) (;)
7 7

220 4 om 41
onde 2" — 1, et

um desses niimeros deve ser 1 e o outro primo.

€ Z. Novamente,

Observe que se 2" — 1 = 1 temos que n = 1.

Neste caso,
8t —1 B

1
7

o ~ 22n+2n+1
que nao é solugao. Agora se — = 1
implica que n = 1. Que ja vimos que nao é

solucao.

Portanto, a tnica solucao é n = 3.
m

Problema 2. Errata: Caro leitor percebemos
que ha algumas imprecisoes no enunciado da
questao proposta niimero 2, da 13* edigao, da
olimpiada do Japao 1991. Pedimos desculpas
por conta disso e reescrevemos o enunciado
correto abaixo:

Dado um ntmero qualquer com 16 algarismos, mos-
tre que é possivel extrair um bloco, subsequéncia
formada pelos algarismos desse ntimero na ordem
em que se encontram, com um ou mais digitos con-
secutivos tais que o produto desses digitos é um

quadrado perfeito.

Solu¢ao. Vamos resolver esse problema com o prin-
cipio da casa dos pombos nos expoentes dos alga-
rismos. Sejam dy,ds, ..., dg, 0s algarismos desse
numero, se algum deles for 0,1,4 ou 9. O problema
esta resolvido, pois estes ja sao quadrados perfei-
tos. Entao suponhamos que todos os algarismos
desse ntimero sejam 2,3,5,6 = 2-3,7,8 = 23. De-
fina xyp = 1 e x; como o produto dos digitos de d;
até d;, com i =0,1,2,...,16. Observe que cada z;
¢ da forma z; = 2% - 3% . 5% . 7% Observe que cada
um dos elementos a;, b;, ¢;, d; é par ou impar. Logo
temos 16 possibilidades de paridade para os expo-
entes. Pelo principio da casa dos pombos, como hé
17 dos z;’s, pelo menos dois deles possuem os expo-
entes com mesma paridade. Digamos que sejam x;
e Ty, j < k, definimos % =djt1-djpa- ... dy, € um
bloco de digitos conseciltivos que é um quadrado

perfeito. O
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Problema 3 (OBMEP-2019- Nivel 3). As amigas
Ana, Beatriz, Claudia e Diana tém uma bola cada
uma. Quando toca um sinal, cada menina escolhe,
ao acaso, uma de suas trés amigas para jogar sua

bola. Qual a probabilidade de que Ana receba trés
bolas?

Solucao. Para que Ana receba trés bolas, todas as
outras trés amigas devem necessariamente mandar
sua bola para ela. Note que cada garota pode man-
dar a bola para uma dentre trés possiveis pessoas.
Assim, a probabilidade de que Beatriz mande a bola
para Ana é % Empregando o mesmo raciocinio, per-
cebemos que a probabilidade de que Claudia mande
a bola para Ana é % e de que Diana mande a bola
para Ana também é % Todos esses lancamentos
sao independentes, isto é, o resultado de um lanca-
mento nao afeta o resultado de outro lancamento.
Assim, a probabilidade de Ana receber as trés bolas

serade z -3 -3 = =. O
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