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1. Artigo

Poliné6mios de Tchebyshev

Carlos A. Gomes

UFRN - CCET - Departamento de Matematica.
(59.078-970) - Natal-RN - Brasil

Introducao

Neste artigo, apresentaremos os chamados Po-
linémios de Tchebyshev, que levam esse nome em
homenagem ao famoso matematico russo Pafnuti
Lvovitch Tchebyshev (1821 - 1894). Como veremos,
esses polindmios gozam de propriedades interessan-
tissimas. Vamos mostrar que esses polindmios sao
ferramentas bastante tteis para a resolugao de mui-

tos problemas algébricos.

Figura 1: Pafnuti Lvovitch Tchebyshev.

Polin6mios de Tchebyshev

Para motivar a introducao dos Polindmios de
Tchebyshev iniciaremos relembrando algumas iden-
tidades trigonométricas envolvendo o cos(na), com
n € Ne a € R. A partir deste ponto, usaremos
Z[z] e R[z] para denotar o conjunto dos polindmios
na variavel x e coeficientes inteiros e reais, respec-

tivamente. Mais precisamente, temos:
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cos(2a) = cos(a + «)
= COS(COSQ — Sen o sen o
= cos’a —sen’a

= 2cos?a—1
e também

cos(2a + )

CoS 2cv cOS @ — sen 2 sen o

cos(3a) =

= (2cos?a —1)cosa—

2 sen o cos «r sen o

3 2

= 2¢08° o — Cos — 2sen” o cos o

= 2cos®a —cosa — 2(1 — cos? a) cos a
= 2cos’ o — cosa + 2cos® o — 2 cos

= 4cos®a — 3cosa.

Seguindo um raciocicio completamente anélogo

podemos provar que
cos(4a) = 8cos*a — 8cos® a — 1.

Diante do exposto, podemos perceber que

cos2a, cos 3a e cos 4a podem ser escritos em fungao
do cosa. Mais ainda, na verdade existem poliné-
mios Ty(x), T3(z), Ty(z) € Z[z] tais que

cos 2ce = Ty(cos ), cos3a = T3(cos a)

e cosda = Ty(cos ).

Esses polinémios sao

Ts(z) = 42° — 3x e
Ty(z) = 82" — 8x — 1.

Nesse ponto é natural fazermos a pergunta: Dado
n € N, existe um polinomio 7, (z) € R[z] tal que
cos(na) = T, (cosa)? A resposta a essa pergunta é

sim, conforme revela o teorema a seguir.

Teorema 1.1. Dados um inteiro n > 1, existe um

polinémio T,,(x) € Z|x] tal que

cos(na) = T, (cos ).

Demonstragao:

Pela formula do Binémio de Newton, tem-se que:

(cosa +isena)” = zn: (Z) (cos )" (i sen a)*.

k=0

Por outro lado, usando a formula de Moivre (para

potencia¢ao de um namero complexo), seque que
(cosa + isen )™ = cos(na) + i sen(na).

Portanto,

cos(na) + isen(na) =

Zn: (Z) (cos )" F(isena)* =

k=0

Kg‘) cos™(a) — (Z) cos" 2asen’a + .. } +
() ow-toma- .

igualando-se as partes reais dos dois membros, se-
gue que

cos(na) =

(g) cos” (o) — (Z) cos" *asen’a + ...

2 2

Usando o fato de que sen“z = 1 — cos” = e que os

senos que aparecem na identidade acima aparecem
em expoentes pares, podemos entao obter um po-
linomio T),(x) € Z[x] tal que cos(na) = T,,(cos @),

como queriamos demonstrar.

Note que o resultado do teorema acima revela

um novo caminho para obtermos os polinémios
Ty(z) = 22% — 1,
Ts(z) = 42° — 3w e

Ty(z) = 82° — 8 — 1

que obtivemos no inicio da nossa discussao. De fato,

2 2
cos(2a) = (O) cos® o — (2) sen’ o

=cos’a — (1 — cos® @)

=2cos’a — 1.
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Além disso,

cos(3a) = () cos® a — (3) cos arsen® o

cos® a — 3cos a(l — cos® @)

cos® @ — 3cosa + 3cos®

4cos® o — 3cosa + 1.
Por fim,

cos(4a) = (é) cos* a — (3) cos® asen? a+
(}) sen* o
= costa —6cos?a(l — cos? a)+
(1 — cos?® a)?
= costa—6cos’a+6costa+1
— 2cos’a+ cos® a

= 8cos*a —8cos®’a + 1.

Notemos ainda que Ty(x) = 1, pois para n = 0,
tem-se que cos(na) = cos(0.a) = cos(0) = 1, o que

revela que
1 = Ty(cos(0.cv)) = cos(0.a) = cos(0) = 1,

e Ti(x) = x, pois para n = 1, temos que cos(na) =
cos(l.a) = cosav. Assim, cos(l.a) = Ti(cos(a)). O
procedimento acima revela, pois, uma forma expli-

cita de determinarmos T,,(z) para cada n € N.

Definicao 1.1. Para cada inteiron > 0ea € R o
polinémio T,, € Z[z] tal que cos(na) = T,,(cosa) &

denominado de n-ésimo polindmio de Tchebyshev.

Ha uma lei de recorréncia, que é bastante tutil
para obtermos os membros da familia de polino-
mios de Tchebyshev, conforme revela a proposigao

a seguir.

Proposigao 1.2. Seja (T,,(z))n>0 @ sequéncia dos
polinémios de Tchebyshev. Para cada inteiron > 0

¢ vdlida a sequinte relacao de recorréncia
To(x) =1 e Ti(x) =z,
Toir(z) = 22T, (x) — T,—1(x), YV € R.

Demonstracgao:
De fato,

cos[(n + 1)a] = cos(na + a) =

cos(na) cos v — sen(na) sen v =
2cos(na) cos av — cos(na) cos a—
sen(na) sen o =
2cos(na) cos aw — [cos(nar) cos a+
sen(na) sen a =
2cos(na) cos aw — cos(n — 1)av.

Ora, como
cos[(n+ 1)a] = Tp11(cos ),

cos v = T (cos ),
cos(na) = T, (cos ) e
cos(n — 1)a =T, _1(cos a),

segue que
cos [(n + 1)a] = 2cos(na) cosa — cos(n — 1)a =

Ti1(cosa) = 2T (cos )T, (cos ) —
T,—1(cosar) =
Toi1(x) = 22T, (x) — T4 (x), YV € R,
como queriamos demonstrar.
Ora, como Ty(z) = 1 e Ti(x) = x, podemos
utilizar a recorréncia acima para obter os demais

membros (T,,(x)),>0 da sequéncia dos polindémios

de Tchebyshev, conforme ilustramos a seguir.

Ty (x)
Ts(x)

22T (x) — To(z) = 22% — 1
22Ty (x) — Ty (z) = 42% — 3z

Usando essa lei de recorréncia podemos obter os
primeiros termos da sequéncia dos polinémios de
Tchebyshev:

Tg(ﬁ) =1
Tl([E) =1
Ty(x) =222 — 1
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Polinémios de Tchebyshev do segundo tipo

Os polindmios de Tchebyshev que acabamos de
introduzir sao conhecidos na literatura como poliné-
mios de Tchebyshev do primeiro tipo. Podemos de-
finir uma nova sequéncia de polinémios (U, (z))n>0
utilizando a mesma lei de recorréncia dos polino-

mios de Tchebyshev (do primeiro tipo), isto ¢é,
Upi1(z) = 22U, (x) — Up—4 (),

mas modificando as condigdes iniciais para Uy(z) =
1 e Ulz) = 2z

sequéncia sao:

Os primeiros polinémios dessa

Up(z) =1

Uy(z) =2z

Us(z) = 42% — 1

Us(z) = 823 — 4z

Usy(z) = 162" — 1222 + 1
Us(x) = 322° — 3223 + 62

Os polinémios dessa sequéncia sao conhecidos na
literatura como Polinémios de Tchebyshev do se-
gundo tipo. Esses polindbmios cumprem a seguinte

condicao:

sen|[(n + 1)04]'

Up(cosa) = —

Vamos demonstrar esse fato por inducao sobre n.

e Paran = 0, por um lado temos que Uy(z) = 1,

o que implica que Up(cosa) = 1 e por ou-

tro lado a expessdo Snlitbla _ senl(O+ha]
sen o« sen o«

sen o«
sen «

= 1, o que mostra que a igualdade
sen[(n+1)a]

Up(cosa) = o

ocorre para n = 0.

e Suponhamos que para um certo natural n > 0
sen[(n+1)a]
sen «

seja valida a igualdade U, (cos o) =

(Hipotese da indugdo).

vamos provar que a igualdade

1 )
senlintha] ¢ambém ocorre para
sen «

e Por fim,
Up(cosa) =

n+1, isto é, vamos mostrar que U, 1(cos ) =
sen[(n+2)a]
sen o«

De fato, utilizando a recorréncia
Upi1(z) = 22U, (x) — U, (),
segue que

Un+1(cosa) = 2 cos al,(cos ar)
— Up_1(cos a)
_sen(n + 2)a
~ sena

demonstra a validade da
sen(ntl)o
sen o«

0 que expressao

Up(cosa) = para todo inteiro n > 0.
Podemos utilizar os polinémios de Tchebyshev
para provar a irracionalidade dos cossenos de al-
guns arcos reais. Antes de enunciar o teorema prin-
cipal vamos mostrar um exemplo para motivar essas

ideias.

Questao 1 (OMRN-Lista de preparacao). Consi-

dere os itens a seguir:

(a) Se o & um numero real tal que cos(«) ¢é irra-

el

2) é irracional.

cional, entao cos (

_T_

50 48) ¢é irracional.

(b) Mostre que cos (
Resolucgao:

(a) Vamos provar a contra-positiva da afirmagao,

Ou Seja, vamos provar que se Cos (%) é raci-
De fato, Se
com p,q € Z e q # 0, segue

onal, entao cos(a) é racional.

cos (%) = g,
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que

cos(a) = 2 cos? <%> -1

- € Q.
(b) Sabemos que cos § = \/75 é irracional. Pelo

teorema anterior, segue que 0s nimeros

(5) s (55) oo ()
cos S , COS T s .., COS 5048

sao todos irracionais, pois

T 7w/4 7w 78
8 2716 2
T  7/16 T m/1024
32 2 772048 0 2

Motivados pelas ideias do exemplo anterior te-

mos o seguinte:

Teorema 1.3. Se a € um niudmero real tal que
cos(a) € irracional, entdo cos (%) € irracional, para

todo inteiro n > 1.

Demonstracao:

Mais uma vez vamos demonstrar a contra-positiva,
isto €, se cos (2) é racional, entdo cos(a) é racional.
De fato, suponha que cos (%) = §, com p,q € Z
e ¢ # 0. Sabemos que cos(na) = T,,(cos ), onde
T, (z) € Z[x] é um polinémio de Tchebyshev. As-
sim,

cos(a) = cos(n - %) = T, (cos %) = Tn(g) €Q,

pois os coeficientes de T),(z) sdo todos inteiros.

Note que a reciproca desse teorema nao é ver-

T V2

dadeira. Por exemplo, cos 7 = 5% € irracional, mas

cosm = —1 é racional.

Questao 2. Mostre que cos 1° é irracional.

Resolucgao:

T

180)' Pelo item (CL), sebemos

De fato, cos 1° = cos (

que se cos() ¢ irracional, entao cos (%) também

_ 2

é irracional. Ora, como cos (%) = % ¢ irracional,

T

12) ¢é irracional. Da

3
mesma forma como cos (
s

3 36
pelo teorema acima, se cos(w) ¢é irracional, entao

(%) -
segue que CcoS | —— = COS(

s

12) é irracional, segue que

= cos( ) ¢é irracional. Mais uma vez

&
5
o . /36 __

¢ irracional, segue que cos (™= ) = cos (

racional, como queriamos demonstrar.

) também ¢é irracional. Assim, como cos (;—6)

) & ir-

COS (

T

180

Soma dos coeficientes dos polinbmios de
Tchebyshev

A soma dos coeficientes do polindbmio de
Tchebyshev T,,(x) é igual a 1. Lembrando que a
soma dos coeficientes de um polinomio qualquer
p(z) € Rlz] é p(1), segue que a soma dos coefici-

entes de T, (z) é igual a
T, (1) = T,,(cos 0) = cos(n.0) = 1.

Alguns coeficientes especiais

Para todo inteiro £ > 0, tem-se que:

e O termo linear em Ty () é
(—1)*(2k + 1)z.

e O termo constante em Thi(x) é (—1)F.

Essas propriedades podem ser verificadas fa-
zendo uma indugao sobre k£ e usando a recorrén-
cia Tyiq(x) = 22T, (z) — T,—1(z). Elas podem ser
bastante tteis para calcularmos produtos de certos
valores de senos e cossenos, como ilustram o exem-
plos a seguir.

Com relagao aos polindmios de Tchebyshev do

segundo tipo, para todo inteiro k > 0, tem-se que:
e O coeficiente dominante de Uy (x) ¢ 2.
k

e O termo constante de Usg(z) € igual a (—1)".

e O termo linear de Usii () € igual a

(—1)*(2k + 2)z.
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Essas igualdades também podem ser demonstra-
das utilizando inducao sobre k£ com o auxilio da
recorréncia para os polindémios de Tchebyshev do

segundo tipo.

Valores especiais

Para cada inteiro n > 0 o polindbmio de

Tchebyshev T,,(x), cumpre as seguintes condigoes:

To(=x) = (=1)"Ty(x)

T,(1) =1
L(=1) = (="
TQn(O) = (_l)n
T2n+1(0) - 0

A comprovagao desses valores pode ser realizada
sem maiores problemas usando a definicao e a lei de

recorréncia para os polindmios de Tchebyshev.

O grau e o coeficiente dominante dos polin6-

mios de Tchebyshev

Observando os primeiros termos da sequéncia
dos polinomios de Tchebyshev (7, (z)),>0, segue

que:

To(z) =1= gr(To(x)) =0

Ti(x) =2 = gr(Ti(x)) =1

Ty(z) = 22° — 1 = gr(Ty(z)) =2
Ty(x) = 423 — 32 = gr(T(x)) = 3

o que sugere que gr(7T,(z)) = n para todo inteiro
n > 0. Podemos provar formalmente isso, por indu-
¢@o sobre n. Para n = 0 temos que gr(Tp(z)) = 0.
Suponhamos que gr(7T,(z)) = n (hipotese da indu-

¢ao). Por outro lado, sabemos que:

Toi1(x) = 22T, (z) — Ty_1(2).

Entao,

g1 (T (2)) = gr(2aT, (x))
= gr(22) + gr(Tu(2)) = L+ n.

Portanto,
gr(Thi(z)) =n+ 1.

Um outro fato que pode ser provado por indu-
¢ao ¢ que para n > 1 o coeficiente dominante de
T,(x) & igual a 2" 1.

mos que 7T (z) = x, cujo coeficiente dominante é 1,

Com efeito, se n = 1, te-

que é exatamente igual a 2'7! = 2° = 1. Suponha,
que o resultado seja verdadeiro para T),(x), isto é, o
coeficiente dominante de T, (z) ¢ 2" (hipotese da

indugao).

Usando a relacao de recorréncia,
Toi1(x) = 22T, (z) — T,—1(x),

segue que o coeficiente dominante de 7}, 1 (x) é igual

a
2‘271—1 —9n — 2(n+1)—1‘

Seguindo as mesmas ideias, pode-se provar que
para cada inteiro n > 0, no caso do polinémio de
Tchebyshev do segundo tipo U, () o grau é igual a

n e o seu coeficiente dominante é 2™.

Composicao de polinémios de Tchebyshev

Nesta secao, estabeleceremos mais uma impor-
tante propriedade dos polinomios de Tchebyshev
que surge quando fazemos a composicao de dois
polindémios de Tchebyshev. A partir da relacao de
recorréncia dos polindomios de Tchebyshev, a cha-
mada identidade de composi¢ao (também conhecida
como propriedade de aninhamento dos polindmios
de Tchebyshev), a saber: para quaisquer inteiros

m,n > 0, tem-se que:

Ton(x) = T (T () = To(Tn(x)), Yz € R.
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Com efeito,

Tn(cos ) = cos(mna)
= cos(m(na)) = T),(cos(na))

= T, (T, (cos av))

Tonn(cos o) = cos(nma)
= cos(n(ma)) = T),(cos(ma))

= T,,(T,(cos @v)).

como queriamos demonstrar.

Zeros dos polindmios de Tchebyshev

Como os polinomios de Tchebyshev estao inti-
mamente relacionados com os cossenos de certos
nimeros reais, ¢ natural investigar se para cada in-
teiro n > 0 o polindomio T,,(z) possui raizes da forma
x = cosa. Ora, se x = cos«a for uma raiz do po-

linémio T),(x), segue que
T,(x) =0 < T,(cosa) = 0 < cos(na) = 0.
Por outro lado,
T

Cos(na):0<:)na:(2k‘+1)2, keZl<

(2k+1)

o= m, k € Z.
2n ’
Fazendo k = 0,1,2,--- ,n — 1 0s n nimeros reais
(distintos)
s 3T om
XTo = COS —,T1 = COS —, Ty = COS —, . ..
0 271’ 1 2717 2 277,’ )
(2n— )7
Tp_1 = COS ————,
2n

sao as n raizes do polinémio 7),(z), pois o Teorema
Fundamental da Algebra assegura que um poliné-
mio de grau n possui no maximo n raizes distintas.

Isso revela que todas as raizes de um polindmio de

Tchebyshev sao raizes simples e como todas elas sao
valores de cossenos de niimeros reais, segue que to-
das essas raizes pertencem ao intervalo [—1,1]. A
figura abaixo, mostra as representacoes graficas dos

6 primeiros polinémios de Tchebyshev e suas raizes.

IO
AN

/
-0.5 / n=5

=
|
]
——
PR P

T, (x)

\

[ [ L1
-0.5 0.0 0.5 1.0

X

|
I
<

Figura 2: Gréficos de Ty(z), T1(x), ..., T5(x)

Um resultado bastante conhecido da teoria dos

polindémios é: se aq, s, -+, a, sao as raizes do po-

linémio p(z) = a,a™ + ap 12" ' + ... +a1r +ay €

Clz], entao
p() =an(z — )z —ag) ... (z — ay)

onde a,, é o coeficiente dominante de p. Se n > 1,
no caso dos polindémios de Tchebyshev, o coeficiente

dominante de T),(x) é 2”71, segue que:
n—1
2k + 1)m
Tn — 2n—1 . (— )
(x) kl_[O (x cos ——— )

No caso dos polindmios de Tchebyshev do se-
gundo tipo, se procurarmos raizes do tipo x = cos «,

para algum « € R, segue que

sen(n + 1)a
—_— =
sen «

0="U,(x) =Uy(cosa) =

sen(n + 1)a = 0.

Mas ocorre que
sen(n+1)a=0= (n+ 1)a = kr, com k € Z.

Fazendo k = 1,2,...,n obtemos entao n raizes para

O Jornal de Matematica Olimpica - UFRPE

ISSN 2526-8651



Un(x), a saber:

T 27
I1 = COS , Ly = COS e
n+1 n+1
nmw
.. T, = COS .
n+1

Ora, como o polinémio U, (z) tem grau n e esses ni-

meros sao todos distintos, segue que xy,x9, - , T,
sao todas as raizes de U,(z). Lembrando que o co-

eficiente dominante de U, (z) é 2", segue que

- k
Un(z) = Q”H (x_COSanrl) :

k=1

A seguir, mostraremos alguns exemplos inte-
ressantes em que podemos utilizar as propriedades

acima para obter uma solucao.

Questao 3 (OMRN - Lista de preparagao). Calcule
o valor do produto

s 3 20197
P = cos <—> cos | —— | ---cos .
2020 (2020) ( 2020 >

Resolugao:

Sabemos que os nimeros

™ 3
xozcos(—),xlzcos — ], ...,
2020 <2020>

20197
2020

...,1‘1009:COS<

sao as raizes do polinomio de Tchebyshev Tjg10(x).
Pelas relacgoes de Girard-Viéte, o produto das raizes

de um polinémio

k—1

p(2) = apz® + ap_ 12"+ -+ ayx + ap € Rz

¢ dado por (—1)* - fo.

ente dominante do polinomio de Tchebyshev T),(z)

Lembrando que o coefici-

¢ 2"~ ! e o termo constante de Tyi () é (—1)F, segue
que no caso do polinémio de Tchebyshev Tigi0(x)

tem-se que ajgro = 21010-1 = 21009 o g — (—1)505 =

—1. Assim,
s 3T 20197
P = cos (—) cos | —— | ---cos
2020 2020 2020
_ 010 (—1)
= (=1) " 91009
1
91009

Questao 4 (JEE - India). Mostre que

S = cos (f—()) Cos <?_7(;) Cos (?—g) CoS (%)
-+ cos <1> cos 3—7T coS 5— CcoS 9—7T
10 10 10 10
eon () con (4 Y cos (77 ) os (22
CcoS 0 CcoS 10 CcoS 10 CoS 10
+eos (1) om m Om
CcoS 10 CoS 10 CcoS 10 CoS 10
3T 5% T 7
+cos|— Jcos| — |cos|— )cos|—
10 1 1 1
_5
16

Resolucgao: Sabemos que os nimeros

B < T ) B 3 B 5%

Tg = COS 0 , L1 = COS 10 T3 = COS 10
7T 91
Ty=cos| — | exs=cos|—
10 10

sao as raizes do polindmio de Tchebyshev T5(x). Pe-
las relagoes de Girard-Viéte, a soma dos produtos

(tomadas 4 a 4) das raizes de um polindmio

p(7) = as2® + ayx + azz® + agx® + a1z + ap € R[z]

é dado por Z—l Lembrando que o coeficiente domi-
nante do polinémio de Tchebyshev T, (z) ¢ 2" ! e o
termo constante de Toyy1(7) é (—1)*(2k+1)z, segue
que no caso do polindémio de Tchebyshev T5(z) tem-
sequeaz; =21 =2"=16ea; = (—-1)%.(22+1) =

5. Assim, S = %.

Questao 5. Mostre que:

w
©

(a) cos (&) cos (52) - cos (%) = 4l

N

(b) sen (1—”1) sen (—”) ... sen (?—’1’) = VIL

=
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Resolucgao:

(a) Sabemos que os numeros

T 3T
xozcos<—>,x1:cos —],...
22 (22)
217
.., T10 =coS | —
s 410 22

sao as raizes do polindmio
T (z) = 20" —agz® + -+ — 11

= cosZ = (0 é uma

Note que xg = cos (11“) 5

22
das raizes. Ora, como

T (x) = 202" —aga® + - — 112

= (2% —qgz® + - — 1)z

Segue que as demais raizes, a saber:

<7T> 3 5T 7T
Cos 7 , COS 79 , COS 9 , COS 5 )
97 137 157
cos 7 , COS 7 , COS 5 )
17w 197 217
cos| — ) ,cos | — | ,cos | —
22 22 22

sao as raizes do polindmio
f(z) =2"21° —qga® 4 .- — 11.

Além disso, note que

197 < T )

cos | — | = —cos | —

22 22

177 B 5%

cos 9 ) = cos 5

157 B T

cos 5 ) = cos 9

Assim, fazendo a mudanca de varidveis 2 = ¢,

no polinémio

f(z) =2%21 —qga® + .- — 11,

obtemos que
f(t) =2 —qagt* 4+ --- — 11

e suas raizes sao

cos? <1> cos? 3—7T cos? 5—7T
22/ 22 )7 22 )7
cos® 7—7T , COs> 9—7T .
22 22

Por fim, usando as relagoes de Girard-Viéte,

segue que o produto dessas raizes é

9 ( T ) o 3T o (9T 11
cos®(—]cos®| —|...cos* | — | = —
22 22 22 210

Assim,

<w> 3 or\1* 11
COS 99 COS 99 ) COS 29 = 910

Portanto,

( 7 ) 3T 97 \/ﬁ
cos|—)cos|{—]...cos| — | = —
22 22 22 32

Para obter o resultado

( T ) 2 5% v11
sen(—)sen|{—)---sen| — | = —,
11 11 11 32
vamos utilizar a identidade que acabamos de

demonstrar no item anterior e o fato

cosx = sen (g —x) Ve e R.

Vejamos:
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9Ty _ T 9T\ _ (
COS 22 = Sen 2 22 = Sen

Multiplicando membro a membro as igualda-

des acima, segue que

< s > 3T O
cos|—)cos|{— ] ---cos|— | =
22 22 22

Questao 6. Mostre que:

(ﬂ') 21 5% _1
Cos 11 cos 11 ...COS 1) =39

Resolucao: Sabemos que os ntmeros

T 27
T] = COS (—),mgzcos — ],
11 ( 1)

s 6T
I — COS E , Lg = COS E
T 8m
, Xy =COS|{ — | ,g=COS| — ],
11 11
9 107
Tg — COS ﬁ , L1090 = COS 1—

sao as raizes do polindmio

Upo(z) = 202" + aga® + aga® + ... — 1.

Por outro lado,

( us ) 107
COS\ - ) = —COS | ——
11 1
2r\ 9
COSs 11 = COS 11
3TN _ cos (X
COs 11 = COS 11
AT s (T
COs 11 = COS 11
TN _ cos (9T
COs 11 = COS 11

Assim, fazendo a mudanca de varidveis t = x

Uio(x), segue que os niumeros

2
T = COS2 <1) , Ly = COS2 _Tr )
11 11

X _COS2 3—7T e _COS2 4—7T
3 1) 11
5 (DT
Ts = cos” | —
11

sao as raizes do polindmio
p(t) = 2" + agt* + agt® + ... — 1.

Assim, usando as relagoes de Girard-Viéte, segue

que o produto das raizes desse polinémio é igual a

o (T o [ 2m o (51  (—1)°
COS <ﬁ> COS (ﬁ)...COS (H) —W,

Portanto,

<7r> 2T 5% B 1
CoS 11 coS 71 ...COS 1) =3

Limitacao dos polindmios de Tchebyshev

Para todo inteiro n > 0, tem-se que |T,(z)| <
1,Vz € [—1,1], pois para todo = € [—1,1] existe
a € R tal que r = cosa. Assim,

To(x) = T, (cosa) = cos(na) € [—1,1] =

T.(z)| < 1,Vx e [-1,1].

Polinémios de R[z] versus polinémios de
Tchebyshev

Por outro lado, para todo inteiro n > 0, a po-

téncia x™ pode ser escrita em fungao dos polindémios
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de Tchebyshev.

z)

(

()

(To + To)()
(

(

~ [
85
K

w

QO W N

3T1 + T3)([L’)
3T0 + 4T2 + T4)(9§')

N

ot

(10T0 + 15T2 + 6T4 + T(;)(I)
(35T + 2115 + 715 + T7)

o
2= gl 5l-

o
|
|~

(35T + 56T + 28Ty + 8Ty + Ty)(x)

B B 8 B 8 8 8 8 8 &
|
—
[\
[¢3]

e
<l
[N
(=]

As igualdades acima sao casos particulares da iden-
tidade

[n/2] n
" = 21711 Z <k) Tn,Qk(SC),

k=0
cuja prova encontra-se em [6]. Na identidade acima

L. /7 . . L . A
o somatorio ) | significa que o k-ésimo termo é mul-

tiplicado por % sen éparek =3,

somatorio acima |n/2]| representa parte inteira de

além disso no

n/2. Apenas para ilustrar melhor o que acabamos

de dizer observe o seguinte caso particular:

Um resultado muito interessante que decorre do
fato de que 2" para cada inteiro n > 0 pode ser
escrito em funcao dos polinomios de Tchebyshev é
que qualquer polinémio em R[x] é uma combinagao
linear de Polinomios de Tchebyshev, como revela o

teorema a seguir.

Teorema 1.4. Qualquer polindomio de grau n e co-
eficientes reais pode ser escrito como uma soma de
polinonios de Tchebyshev de primeira ordem de grau
mdzimo n. Isto é, se p(x) € Rlz] entdo existem ni-

MEros reais ai,as, . ..,a, tais que

p(x) = apTo(x) + a1 Ty (z) + . .. + a, T ().

Demonstragao:

A demonstracao desse fato decorre da igualdade
do fato de que z" para todo inteiro n > 0 pode ser
escrito como uma combinagao linear de polindémios
de Tchebyshev, conforme o que expomos anterior-

mente.

Questao 7. Para m e n inteiros nao negativos

tais que m > n. Mostre que os polindémios de

Tchebyshev T,,(x) e T),(x) cumprem a seguinte con-

dicao
Toin(x) + T (z) = 2T, (2) T, (x), Yz € R.

Resolucgao:

Sabemos que
T, (cos ) = cos(ma), T, (cos ) = cos(na),

Trnin(cosa) = cos(m +n)a e
Trn(cosa) = cos(m — n)a.

Por outro lado,

cos(m + n)a + cos(n — n)a =

2

o ((m +n)a ; (m — n)a)

9 cos ((m+n)a—|— (m—n)a) ‘

2 cos(ma) cos(na).

Assim, Ty, n(2) + Thn(z) = 2T, (2)T,(x), para
todo = € R.

Observacao 1. Pode parecer estranho que conclui-
mos que a propriedade acima é vélida para todo x
real, se de certa forma s6 a provamos para valores no
intevalo [—1, 1], j& que o argumento que apresenta-
mos acima foi dado para valores de cossenos de nii-
meros reais. Mas isso nao causa nenhum problema
visto que, como ja mostramos anteriormente, todas
as raizes dos polinomios de Tchebyshev pertencem
ao intervalo [—1,1], o que define completamente o

polinémio em R.

O Jornal de Matematica Olimpica - UFRPE

ISSN 2526-8651



Problemas propostos

Nesta se¢ao vamos mostrar alguns exemplos em
que os polindmios de Tchebyshev se mostram como

ferramentas adequadas para a sua solucao.

1. Prove que para todo n > 1, os polinémios
de Tchebyshev do primeiro e do segundo tipo

cumprem as seguintes condigoes:
L) = 2Ty (x) — (1 = 2°)Upa (@)
Un(x) = 2U,—1(x) + T, (2).

2. Para todo inteiro n > 1, mostre que

1 1 1 0
0 2z 1 0

det| 0 1 22 0 = Th(z),
0 0 0 ... 2z

onde T,(x) é o mn-ésimo polindmio de
Tchebyshev.

3. (IIT - India) Para todo inteiro k > 0, mostre

que
T 27 km 1
COS <ﬁ> COS ﬁ + -+ COS H = 2_k

4. (JEE - India) Para todo inteiro k > 0, mostre

que:
T km V2k +1
sen .. .sen = )
2k +1 2k + 1 2k

5. Para todo inteiro k£ > 0, mostre que:

s km
¢ ot =V + L.
g<2k+1) g(2k+1) N

6. (Ibero-2018)Sejam p(x) um polindémio com co-

eficientes reais tal que

1
grau(p) <2018, e [p(z)| < |—
x

BN

10.

para x € [—2,2]. Prove que:

Ip(V3)] < 2019.

Se r € Q tal que cos(rm) também ¢é racional,
mostre que cos(rm) € {0,£1,+1}.

. (IMO-1976)Seja Pi(z) = 2* — 2 e Pj(z) =

P(Pj_1(x)) para j = 2, 3,... Mostre que para
todo inteiro positivo n, as raizes da equagao

P,(x) = x sdo reais e distintas.

(IMO-1978 - Longlist) Dada a expressao

Py = VD @ V)
n 2n 9

Prove que P,(x) satisfaz a identidade

1
Pn(l’) — xPn,1($) —+ ZPn,Q(.T) = O,
e que P, (z) = Ppn(P,(z)) quaisquer que se-

jam os inteiros nao negativos m e n.

Seja P(x) um polinémio de grau n e coeficien-
tes reais. Mostre que existe algum ¢t € [—1, 1]
tal que |P(t)] > 5.
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2. Solucgoes de Olimpiadas

Nesta edigao apresentaremos a resolucgao de trés
questoes discursivas da prova da Olimpiada Per-
nambucana de Matematica (OPEMAT) do ano de

2019 referentes ao nivel 2.

Questao 1. Na terra de m-raia, um observador re-
gistrou que um cometa X e um cometa Y poderiam
ser vistos a cada periodo de 76 e y anos, respecti-
vamente. Sabendo que este ano os dois cometas
foram vistos juntos, e que a préoxima vez que eles
serao vistos juntos novamente ocorre daqui a 684

anos, responda os seguintes itens.

a) Quantas vezes os cometas serao vistos juntos du-

rante os proximos 13.000 anos?

b) Determine todos os possiveis valores para y.
Solucao: Dividiremos a resolucao em duas etapas:

1. Como os cometas se encontram a cada 684
anos, e foram vistos este ano, basta verificar a
quantidade de vezes que 684 cabem em 13.000
e isso ocorre em um total de 19 vezes, pois
19 - 684 = 12996.

2. Perceba que mmc(76,y) = 684. Fatorando te-
mos que 76 = 22-19 e 684 = 22-32-19. Desta
forma, como 684 é um maultiplo de y, entao y
¢ da forma y = 27 -32-19% em que j =0, 1,2
e k= 0,1, temos assim os seguintes possiveis

valores para y

(a) Sej=0ek=0,y=2°-32-19" =

(b) Sej=0ek=1y=2°-32.19' = 171.
(c)Sej=1lek=0y=2"-3%-19° =18,
(d) Sej=lek=1y=2"-32. 19" = 342.
() Sej=2ek=0,y=2%-3%.19" = 36.
(f) Sej=2ck=1y=22-32.19' = 684.

]

Questao 2. Ao observar a sua sopa de letrinhas,
Dafne percebe que é possivel formar palavras com

as letras que estao flutuando na sopa.

Admitindo que a sopa possui ao menos uma letra
de cada letra do alfabeto e que as letrinhas apare-
cem em quantidade suficiente para formar as pala-

vras pedidas, calcule:

1. O ntmero de palavras com 3 letras,
utilizando-se apenas as letras de A até E em
que cada letra pode ser escolhida mais de uma
vez e letras distintas devem estar ordenadas

alfabeticamente

2. O numero de palavras com 10 letras,
utilizando-se apenas as letras de A até G e su-
pondo que cada letra deva ser escolhida pelo

menos uma vez.

Solugao:

1. Temos 3 casos a considerar: (i) as trés letras
da palavra sdo idénticas; (ii) a palavra tém
duas letras idénticas e uma segunda letra dis-
tinta da primeira; (iii) a palavra possui trés
letras distintas. No caso (i), temos 5 possi-
bilidades: AAA, BBB, CCC, DDD, EEE. No
caso (ii), temos 5 possibilidades para escolher
a primeira letra e 4 possibilidades para esco-
lher a segunda letra. Logo, 20 possibilidades
para escolher as duas letras que irao figurar na
palavra. Entretanto, cada palavra escolhida
assim foi contada duas vezes. Logo, devemos
dividir por dois a nossa resposta, o que nos
da 5 x 4/2 = 10 modos. Por fim, escolhemos
qual dessas duas letras ira se repetir, o que

pode ser feito de 2 maneiras. Portanto, pelo
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principio multiplicativo, temos 10 x 2 = 20
palavras. No caso (iii), temos 5 possibilidades
para escolher a primeira letra, 4 possibilida-
des para escolher a segunda e 3 possibilidades
para escolher a terceira letra. Como as letras
devem permanecer em ordem alfabética, de-
vemos descontar o nimero de maneiras que
essas letras podem ser reordenadas, ou seja,
devemos dividir nossa resposta por 3! = 6.
Portanto, o nimero de palavras neste caso é
5x4x3/6 = 10. Pelo principio aditivo, temos
54 20 + 10 = 35 palavras possiveis.

. Temos trés casos possiveis: (i) uma mesma
letra aparece 4 vezes na palavra e as 6 letras
restantes sao todas distintas entre si; (ii) uma
mesma letra aparece 3 vezes na palavra, outra
letra aparece 2 vezes e as 5 letras restantes sao
todas distintas entre si; (iii) trés letras distin-
tas aparecem em pares na palavra e as 4 letras

restantes sao todas distintas entre si.

(i) Temos 7 maneiras de escolher a letra que
ird se repetir e 10 x 9 x 8 x 7 modos de es-
colher as 4 posic¢oes na palavra que serao
ocupadas por esta letra, pois temos 10
maneiras de escolher a primeira posigao,
9 maneiras para a segunda posi¢ao, 8 ma-
neiras para a terceira posi¢ao e 7 manei-
ras para a quarta posicao. Fazendo deste
modo, entretanto, cada palavra foi con-
tada a mais 4! = 24 vezes, pois as 4 letras
que irao ocupar as 4 posicoes escolhidas
sao idénticas, logo permutando-as entre
si enquanto se mantém as demais fixas
formariam a mesma palavra. Portanto,
devemos dividir nossa resposta final por
4!. Para concluir, temos 6 letras restan-
tes para ocuparem os 6 espacos que so-
braram, o que pode ser feito de 6! = 720
modos. Assim, a resposta nesse caso é
7x WOXIXEXT o 1058400 pala-

4]
vras.

(ii) Temos 7 maneiras de escolher a letra que
ird se repetir 3 vezes e 6 maneiras de
escolher a letra que ird se repetir 2 ve-
zes. Para a letra que ird se repetir 3
vezes, assim como no caso anterior, te-
mos 10 x 9 x 8/3! modos de posicionar
essas letras. Para a letra que ira se repe-
tir duas vezes, assim como no caso ante-
rior, temos 7 X 6/2! modos de posicionar
essas letras. Para concluir, temos 5 le-
tras restantes para ocuparem os 5 espa-
¢os que sobraram, o que pode ser feito de

5!'= 120 modos. Assim, a resposta nesse
10X9X8><7X6><5'—

caso é 7 x 6 X 3 5

12700800.

(iii) Temos 7 maneiras de escolher a primeira
letra que ira se repetir, 6 maneiras de es-
colher a segunda letra que ira se repetir
e 5 maneiras de escolher a terceira le-
tra que ira se repetir, uma vez feito isso,
precisamos dividir por 3!, pois a ordem
dessas escolhas nao faz diferenca. Agora,
precisamos escolher as posicoes que es-
sas letras irdo ocupar. Temos 10 x 9/2!
maneiras de escolher as posicoes para o
primeiro par de letras, 8 x 7/2! manei-
ras de escolher as posicoes para o se-
gundo par de letras e 6 x 5/2! manei-
ras de escolher as posi¢oes para o ter-
ceiro par de letras. Para concluir, temos
4 letras para ocupar os 4 espacos que So-
braram, o que pode ser feito de 4! ma-
neiras. Assim, a resposta nesse caso é
7X6X5><10X9><8X7 6 x5

X x4l =
21 21 21

3
15876000.

Portanto, pelo principio aditivo temos
15876000 + 12700800 + 1058400 = 29635200
palavras distintas que podem ser formadas

satisfazendo as condigoes do enunciado.
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Questao 3. Durante os intervalos de seu estudo
para Olimpiadas de Matematica, o aluno Pedro de-
senhou uma circunferéncia C' e um retangulo R ins-
crito naquela circunferéncia.

Se C' e R tém respectivamente 7 e 1 unidades de

area, quais sao as medidas dos lados do retangulo
R?

Solugao: A figura abaixo auxiliard na compreensao

da resolucao.

Vamos supor que as medidas dos lados de R se-

jam a e b. Como a area de R é 1 unidade entao
a-b=1 (1)

Sendo a area de C' de 7 unidades, entao seu raio
é 1. Sabendo que R esté inscrito em C' entao obte-
mos que o segmento de reta que liga o centro de C
até um dos vértices de R é 1 unidade, e consequente-
mente, a diagonal de R mede 2 unidades. Considere
o triangulo retangulo com catetos cuja medidas se-
jam a e b, hipotenusa cuja medida seja 2. No que
segue, vamos mostrar uma relagao entre as medi-
das dos catetos e a hipotenusa usando semelhanga
de triangulos. Vamos denominar esse triangulo por
AABC, onde AB e AC denotam os catetos e BC
denota a hipotenusa. No triangulo AABC, retan-
gulo em A, a altura AH (perpendicular a BC', no
qual H é um ponto do segmento BC'), referente a
hipotenusa, origina dois triangulos semelhantes ao
triangulo maior, em vista da congruéncia dos angu-
los (BAC e CAH).

Portanto, temos proporcionalidade entre os la-
dos, um para cada triangulo parcial ou total. Além

disso, denote por m e n as medidas dos segmentos

BH e HC, respectivamente. Consequentemente,
temos um triangulo retangulo com altura h e pro-

jecoes m e n dos catetos a e b, respectivamente.

Logo,

b _m a_n

2 b 2 a
A expressao acima fornece b* = 2m e a?> = 2n.

Assim, obtemos
A+ =2m+2n=2m+n)=2-2=4,
isto é,
a’ +b* = 4. (2)

Substituindo a relagdo (1) em (2) segue que

a2+(1>2 =4 = (3)

a
5 1
G+—2:4:>
a
4
1
a+:4:>
0,2

Faca y = a?, onde a > 0 e y > 0. Logo, a partir
de (3), temos

v —4dy+1=0.

Resolvendo a equacao acima encontramos as se-
guintes raizes y = 2—+/3 e y = 2+ /3, onde ambas
as raizes sao positivas.

Assim, da relacdao y = a® temos que

a:\/2—\/§ ou a:\/2+\/§.

Usando a relacdo (1) garantimos que, se a =

V32— \/§ entao b =2+ \/§ ou vice-versa.
Portanto, as medidas dos lados de R sao

V2—V3e V243

[]
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3. Curiosidades

Entrando no caos

por Everton Henrique Cardoso de Lira!

Caos, do grego khdos, palavra que na mitologia
designa o vazio primordial no qual jaziam latentes
as forgas criativas de todas a coisas. Na filosofia,
diz respeito ao estado desordenado dos elementos
cosmicos anterior a acao do Demiurgo® ou da forca
organizadora do Universo. Nas conversagoes do dia
a dia, caos ¢é entendido como sinénimo de situa-
¢ao desorganizada e desarmoniosa, na qual, geral-
mente ninguém deseja se encontrar. Por outro lado,
para os matematicos caos nao é sindénimo de de-
sordem, muito pelo contréario, ¢ um fenémeno bem
compreendido por estes e que pode ser estudado de
forma organizada e sistematica, na chamada Teoria
do Caos.

Em 1972, o meteorologista Edward N. Lorenz?
(1917 - 2008) apresentou diante da Sociedade Ame-
ricana para o Avanco da Ciéncia, a icOnica palestra
"Previsibilidade:

uma borboleta no Brasil desencadeia um tornado

intitulada: o bater das asas de
no Texas?", a qual popularizou o termo efeito bor-
boleta como um sinénimo de situagos inesperadas,
resultantes de pequenas agoes, como é claro, o ba-
ter das asas de uma borboleta. Em matemética,
sistemas que possuem semelhante comportamento
sao conhecidos como cadticos, e para dar ao leitor
o gostinho de como as coisas funcionam, apresenta-
mos a seguir uma sequéncia que ¢ um bom exemplo
disto.

A sequéncia de diferenca logistica, ou simples-
mente sequéncia logistica, ¢ dada pela recorréncia
any1 = ka,(1 —ay,), em que k > 0,0 < qp < 1
e n € N. Convidamos o leitor a investigar o que

ocorre com esta sequéncia quando tomamos dife-

rentes valores de k. Para mostrar como a mesma
se comporta de forma totalmente diferente para va-
lores relativamente proximos de k apresentamos a
Figura 1, na qual, temos os 100 primeiros termos
da sequéncia para k = 3,35 e k = 3,8, respectiva-
mente, em que é possivel notar a mudanca de um
comportamento relativamente previsivel, para um
totalmente imprevisivel e cadtico. O ponto aqui é o
seguinte: pequenas modificagoes nas condigoes ini-
ciais da sequéncia sao capazes de gerar enormes mu-
dangas em seu comportamento (tornéa-lo imprevisi-
vel), fato este que néo é observado em sequencias
como as progressoes aritméticas e geométricas, por

exemplo.

(i

M

I

i

Figura 3: Sequéncia nos casos k = 3,35 e k= 3,8

E ai, o que achou desta sequéncia? Ficou curi-
0so com o comportamento da mesma? Que tal dar
mais um passo dentro deste interessante mundo?
Dois 6timos guias podem ser a série de videos da
videoteca dos Clubes de Matematica da OBMEP*,
A Matemé-

, N0 quais vocé encontrara maiores

ou o documentario "Alta ansiedade:
tica do Caos®"
explicagoes sobre conceitos basicos dos sistemas di-
namicos, efeito borboleta e teoria do caos. Se vocé
quiser, também pode baixar o arquivo® GeoGebra
que criamos, contendo a sequéncia que gerou a Fi-
gura 1 e experimentar o que acontece com a mesma

para diferentes valores de k e ag.

!Professor do Ntcleo de Formacao Docente da UFPE - CA, email: everton.ufpe@hotmail.com
2Nome que Platao e seus discipulos davam ao criador e ordenador do mundo, diferente de Deus, pura Inteligéncia.
3Para saber mais sobre a relacio de Lorenz com a matematica do caos, ver: https://www.youtube.com/watch?v=

C4eHJ8ZJgG4

4Para o primeiro video da série, acesse: http://clubes.obmep.org.br/blog/video-038/
5Link para o video no YouTube: https://www.youtube.com/watch?v=PCnxd9wX91c
6 Acesse o link: https://www.dropbox.com/s/8mpuleuvmcimd61/SequC3AAncia20logC3ADstica.ggb?d1=0
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4. Indicagoes de Leituras/Filmes

Blaise Pascal

Por Severino Barros de Melo *

Dentre os mais importantes matematicos do sé-
culo XVII, nao podemos deixar de citar o franceés
Blaise Pascal (1623-1662). Geralmente o tnico con-
tato dos alunos do ensino médio com Pascal se da
por meio do célebre Triangulo Aritmético que leva
seu nome, cujos elementos compoem os coeficientes
da expansao binomial conhecida como Binémio de
Newton. Mas a obra de Pascal nao se resume a isso.
Tudo o que ele produziu seria hoje considerado um
trabalho de ponta pela sua visao interdisciplinar da
ciéncia. Vejamos. Na matematica Pascal trabalhou
fundamentalmente em trés campos: geometria pro-
jetiva, Calculo das probabilidades e o problema da
cicloide. Na fisica fez estudos sobre o vacuo e re-
petiu nas montanhas da Franca e a experiéncia da
pressao atmosférica feita pelo italiano Evangelista
Torriceli. Criou a primeira maquina de calcular e
foi pioneiro na implantagao de transportes coletivos
em Paris. No campo da filosofia escreveu dentre ou-
tras obras Os Pensamentos, trabalho de reflexao que
ainda hoje é de grande atualidade. Além disso, fez
uma experiéncia religiosa de grande profundidade,
buscando uma vida de autenticidade inspirada nos
primeiros tempos do cristianismo. Portanto, uma
grande bagagem como matemaético, fisico, filésofo e

tedlogo.

LstpLETy
ROBERTO ROSSELLINI

"Professor do Departamento de Educacio da UFRPE

Navegando no youtube, eis que nos deparamos
com um filme sobre Pascal, que sem diavida me-
O titulo da obra é Blaise Pascal,

drama legendado em portugués e dirigido pelo Ita-

rece indicagao.

liano Roberto Rossellini, sempre interessado em di-
vulgar grandes filésofos da humanidade. Foi pro-
duzido em 1972 e tem a duracao de 129 minutos.
Na versao em DVD foi inserido o depoimento de
Franklin Leopoldo e Silva, entao professor de Filo-
sofia da Universidade de Sao Paulo. Na apresenta-
¢ao do filme os divulgadores afirmam que “Rossellini
acompanha a trajetoria de Pascal dos 17 anos até a
sua morte precoce, mostrando seus célebres estudos
de Matematica e Geometria, incluindo a criagao da
primeira calculadora mecénica: seus trabalhos re-
volucionérios sobre o vécuo, os fluidos e a pressao
atmosférica; a relacao com o Jansenismo e a con-
cepcao de suas principais obras filoséfico-religiosas.
Com austeridade, ternura e realismo, Rossellini re-
alizou um filme de extrema beleza sobre os conflitos
religiosos e filosoficos de um personagem historico

fascinante”. Portanto, vale & pena conferir!

5. Quem pergunta, quer saber!

No ntamero 39 da Revista do Professor de Ma-
teméatica (RPM), (1999, p.57) a redagao escreve:
"Com frequéncia a RPM recebe de seus leitores pe-
didos de esclarecimento sobre a solucao da equacgao
incompleta 22 — ax = 0, com perguntas do tipo: o

que esta errado na solugao abaixo?
rT-r=a- (4)

r=—=a’. (5)

Resposta da RPM:

A passagem de (4) para (5) equivale a “cancelar”
o x. Evidentemente, x = a é a solugao da equacao,
mas r = 0 também é solucao e nao é obtida pela
resolucao feita.

Acontece que, na passagem de (4) para (5), di-

vidimos ambos os lados da igualdade por z, e ao
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fazermos isso, impomos z # 0, uma vez que nao
se define divisao por zero (ver RPM 1, pag.7); logo,
com esse procedimento s6 obtemos solugoes diferen-
tes de zero.

Uma maneira correta de resolver é: x-(xr —a) =
0=2z=0o0ux=a.

Ja que o produto de dois ntmeros é zero se, e
sO se, pelo menos um deles é igual a zero. Esse
procedimento fornece entao as duas solugoes x = 0
e x = a. E claro que se pode também utilizar a
formula de resolucao da equagao do segundo grau,
mas esse procedimento mecanico nao traz nenhuma

vantagem para o aprendizado.

6. Eventos

Devido a pandemia do coronavirus a agenda de
eventos estd suspensa, uma vez que a maioria dos
eventos, se nao todos, estao cancelados por tempo

indeterminado.

7. Problemas

Para concluir deixamos para o leitor alguns pro-

blemas. Divirtam-se!!!

Problema 1 (OCM - 2019). Os lados e a altura
de um trapézio sao expressos por nimeros inteiros.
Mostre que o perimetro do trapézio é par e sua area

é inteira.

Problema 2. Um supermercado esta promovendo
a seguinte campanha de reciclagem de dois tipos
de embalagens: latinhas de aluminio e garrafas pet

vazias.

e Se uma pessoa entrega duas embalagens do
mesmo tipo, ela recebe de volta uma latinha

de aluminio cheia de suco.

e Se uma pessoa entrega duas embalagens de ti-
pos diferentes, ela recebe de volta uma garrafa

pet cheia de suco.

Se uma familia conseguiu juntar 432 latinhas de alu-
minio e 341 garrafas pet vazias, efetuando somente
sucessivas trocas nesse supermercado, ao final essa
familia ficard com uma latinha de aluminio ou com

uma garrafa pet vazia?

Problema 3. O professor Edgar confeccionou trés
poliedros regulares semelhantes Py, P, e P5 de ares-
tas a;, as e as, respectivamente, usando uma im-
) ) )
pressora 3D. Ele percebeu que a area que envolve
P35 é 16 vezes maior que a area de P; e que o vo-
3
lume de P5 é 125 vezes maior o volume de P5. Qual
3
relacao podemos estabelecer entre as medidas das

arestas ai, as e as?
(a) 16a; = 125a5 = ag
(b) 4a; = 25ay = a3
(c) 4ay = 5as = ag

(d) a; = 100ay = 1000a3

Mandem solugoes dos problemas propostos para
o e-mail:ematematicaoxente @gmail. com

Para que apreciemos sua solu¢ao e o seu nome
apareca entre os solucionadores de questoes, sua so-
lugao deve ser enviada até 30/06/2020.

8. Solucgoes dos Problemas

Nesta edigao apresentamos as solugoes dos pro-
blemas propostos da publicacao vol. 1, n.12, se-
tembro de 2019.

Problema 1. Joao tem [ diamantes, e uma faixa
infinita ( em ambas as dire¢oes ) de quadrados estéa
desenhada no chao. Ele entao distribui aleatoria-
mente estes diamantes sobre a faixa. E comeca a
fazer a seguinte brincadeira, se num determinado
quadrado ha dois diamantes é permitido pegéa-los e
passar um para o quadrado anterior e o outro para
casa posterior. E possivel voltar a configuracio ini-

cial apos uma quantidade finita desses movimentos?
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Solu¢ao. Enumeramos a faixa, com inteiros conse-
cutivos, e denotaremos por n;, o nimero marcado na
casa ocupada pelo diamante 7. Definimos a seguinte

soma, X é a soma dos quadrados do ntiimero mar-
!

cado na casa que a peca i ocupa. Isto é, X = g n?
i=1
Observe agora que ao retirarmos da casa t dois dia-

mantes, essa soma decresce, em 2t?, e ao passar um
para a casa anterior e outro para a casa posterior,
24 (t+1)? = 2t2+2. Portanto
= X +2. Ou seja, a cada passo da

ela cresce em: (t—1)
a nova soma, & X’
brincadeira ampliamos a soma em duas unidades da
soma da configuragao inicial. Logo, como estamos
sempre aumentado o valor, nunca podemos voltar a

este valor inicial. O
Problema 2 (OPM - 2005). Mostre que nao existe
funcao injetiva f : R — R com a propriedade de
que, para todo = € R,

]

f@®) = [f(@)]* >

Solug¢ao. Fazendo x = 0 na expressao dada, tere-

mos

Concluimos entao que

2/(0) = 1=0= f(0) =

N | —

Analogamente, fazendo z = 1

FO) = PP >
AP —4f1)+1<0
(2f(1) —1)*<0.
Entao .
2/(1) =1 =0= f(1) = 5.
Como f(0) = f(1) concluimos que f nao pode ser
injetiva. O

Problema 3 (OBM- 2010-Nivel 2). Chamaremos
de imagem de um namero natural de dois algaris-
mos o nimero que se obtém trocando a ordem de
seus algarismos. Por exemplo, a imagem de 34 é
43. Quais sao os numeros de dois algarismos que so-
mados com sua imagem resultam em um quadrado

perfeito?

Solugao. A soma de um ntmero de dois algarismos
+(1004+a) =
11(a 4+ b), onde a e b sdo algarismos. Se 11(a + b)
é um quadrado perfeito, devemos ter outro fator 11

com a sua imagem ¢ da forma (10a+0b)

na soma a + b. Além disso, como a e b sdo menores
que 10, concluimos que a + b € um multiplo de 11
menor que 20 e maior que 0, ou seja, ¢ igual a 11.
Os a e b que verificam a + b = 11 sao:

(2e¢9),9¢2),(3e¢8),(8¢3),(4e7),(7Te4),(5e6)
e (6eb). O
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