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1. Artigo

Somar para conquistar!
Rodrigo Gondim

UFRPE - CEGEN - Departamento de Matematica
52171-900 - Recife - PE - Brasil

“Abre teus bragos, meu irmao, deixa cair
Pra que somar se a gente pode dividir?”
(Vinicius de Moraes)

Introducao

Somar ou dividir? FEis a questao que aflige es-
tudantes, matematicos, filésofos, estrategistas e po-
etas em véarios partes do mundo e em varias épo-
cas. Nesse pequeno artigo queremos mostrar uma
técnica de contagem classica (e conciliatoria) que
consiste essencialmente em dividir e somar. Por um
lado, isso pode trazer paz de espirito para os poeta,
por outro lado traz também uma forma muito efi-

ciente de atacar varios probleminhas de contagem.

A premissa é simples. Se temos que contar um
certo nimero de configuragdes, a técnica consiste
dividir em casos excludentes e somar cada um de-
les, isso dara o resultado. A preocupacao de que os
casos sejam excludentes, pode ser entendida num
diagrama. De fato, se houver intersecao, estas con-
figuracoes serao contadas duas vezes, dai terfamos
que desconté-las. Se forem muitos os conjuntos dos
casos, a existéncia de intersegoes leva a um pro-
blema bem mais complicado, associado ao famoso

Principio da inclusao-exclusao, ver [? | ou [? |.

Outra parte importante da técnica consiste em
identificar contadores naturais. Contadores sao in-
dices que identifiquem as configuragoes e que variem
de forma uniforme. Relembre que se queremos sa-
ber quantos niimeros naturais existem de 1 até 1454,
por exemplo, a diferenca 1454 — 1 = 1453 nao codi-
fica essa quantidade, somente o nimero de “pulos”
necessarios para sair de 1 e chegar em 1454, dai a
quantidade de ntimeros é 1453 + 1 = 1454. Analo-
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gamente, se queremos saber quantos sao os naturais

de a até b, fazemos b —a + 1.

Em ultimo lugar gostariamos de destacar que a
técnica aditiva pode, eventualmente, esbarrar num
problema técnico: o calculo de um somatoério. E
que em determinadas ocasioes as configuragoes que
queremos contar podem ser separadas em casos
X1, Xo, ..

figuragoes. Dai o ntumero total de configuracoes é

., X, em que cada caso X contém xj con-

r14+x2+...+x,. Desta forma, algumas vezes torna-
se necessario o conhecimento de certos somatorios
classicos. Mas isso ja seria tema de outro pequeno
artigo. Um tltimo comentario, para ficar na moda
das redes sociais, as vezes adotaremos a hashtag
# X, = x, para representar a cardinalidade de um

conjunto finito.

O Principio aditivo e algumas aplica-
coes

Lema 1.1. Considere que um conjunto finito X
pode ser particionado em conjuntos Xq, Xa, ..., X,

(dois a dois disjuntos). Entao
UX = X+ HXy+ .+ HX,

Em outras palavras: Se queremos contar um certo
numero de configuracoes que pode ser particionado
em classes excludentes, entao o mumero total de
configuragoes € a soma do niumero de configuragoes

em cada classe.

Antes de falar do principio aditivo gostaria de
lembrar um fato basico que vai ser usado muitas ve-
zes. Como vimos na introducao, ao escrevermos os
niimeros naturais consecutivos em ordem crescente,
a partir de um certo nimero até outro, a diferenca
entre eles indica o niimero de pulos, assim, a quan-
tidade de niimeros escritos é a diferenca mais uma

unidade, a esse método chamamos de contador.

Exemplo 1.1. Se escrevemos de 1 até
1454 cada namero ao lado do outro,
123456789101112131415. . ., quantos algarismos se-

rao utilizados?

Podemos separar os niimeros escritos em classes.

(i) Nameros de um digito. De 1 até 9, sao 9 ni-

meros, totalizando 9 algarismos.

(ii) Numeros de dois digitos. De 10 até 99, sao 90

ntmeros, totalizando 180 algarismos.

(iii) Numeros de trés digitos. De 100 até 999, sao

900 nimeros, totalizando 2700 algarismos.

(iv) Numeros de quatro digitos. De 1000 até 1454,

sao 455 numeros, totalizando 1820 algarismos.

No total, utilizamos 9 + 180 + 2700 + 1820 = 4709

caracteres.

Exemplo 1.2. Novamente escrevemos os nimeros
um ao lado do outro, 123456789101112131415. . ..

Qual algarismo ocupara a posicao 14547

Novamente, ja sabemos que se formos escre-
vendo até 99 teremos escrito apenas 189 algaris-
mos. Por outro lado, se escrevermos até 999 ja
teriamos passado, pois nesse caso temos 2889 ca-
racteres. Digamos entao que escrevemos até n
em que 100 < n < 999. Assim teremos escrito
n—100+1 = n—99 nimeros de 3 digitos, que corres-
pondem a 3n— 297 digitos. Lembrando que de 1 até
99 usamos 189 caracteres, temos, no total 3n — 108
caracteres. Como 3n — 108 é multiplo de 3 fica fa-
cil decidir qual digito ocupa a posi¢ao 1455 (que é
também multiplo de 3). Fazendo 3n — 108 = 1455
vem n = 521. Ou seja, se escrevermos de 1 até
521 usamos 1455 digitos, logo, o digito que ocupa a

posicao 1454 é o 2.

Exemplo 1.3. O show do milhao era um programa
de perguntas e respostas apresentado por Silvio
Santos anos atras. Em certo programa essa foi a
pergunta de um milhao. Se escrevemos os niimeros
de 1 até 100 quantas vezes escrevemos o algarismo
57

A confusao das pessoas acontece ou na casa
dos 50 ou mais precisamente no 55. O motivo

¢ nao separar a contagem em casos excludentes.
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Se contamos somente quantas vezes o 5 ocorre
nas unidades, encontramos um contador natural:
05,15,25,...,95. Portanto o 5 ocorre 10 vezes nas
unidades. Por outro lado, contando o 5 somente
nas dezenas encontramos outro contador natural:
50,51,52,...,59. Portanto o 5 ocorre 10 vezes nas
dezenas. No total o 5 ocorre 20 vezes. Ai meu mi-

lhao!
Alguns exemplos mais geométricos:

Exemplo 1.4. Um bairro consiste de um reticulado
3 x 2. Um carro deve ir do ponto inferior esquerdo
até o ponto superior direito usando um dos menores
caminhos. De quantas formas ele pode fazer isso?
Note que para chegar em uma esquina o carro
veio da esquerda ou de baixo. Assim, o nimero de
maneiras de chegar em uma certa esquina é a soma
do ntimero de maneiras de chegar na esquina abaixo
somado com o nimero de maneiras de chegar na es-
quina a sua esquerda. A figura abaixo complementa

o raciocinio e nos traz o resultado, 12.

1 3 6 12

Claro que aqueles mais experientes vao dizer que
existem outras maneiras mais gerais de resolver esse
problema, que se o reticulado fosse muito grande o
trabalho seria inviavel e etc. Por outro lado esse
mesmo raciocinio se presta a outros problemas que
da maneira convencional sao bem mais complicados.

Observe o seguinte exemplo.

Exemplo 1.5. Num tabuleiro 4 X 4 uma peca
estd no canto esquerdo inferior e deseja chegar ao
ponto direito superior. Os movimentos permitidos
sao: para direita, para cima e na diagonal direita-
cima. Quantos sao os diferentes possiveis trajetos

da peca?

Note que para chegar em uma casa do tabuleiro

a peca terd vindo de baixo, da esquerda ou da dia-

gonal esquerda-baixo. Assim, o nimero de manei-
ras de chegar em uma determinada casa ¢ a soma
destas. Novamente a figura resolve o problema, for-

necendo a resposta 63.

Problemas propostos

1. (OBM-97, [? ]) Escrevendo todos os nimeros
inteiros de 100 a 999, quantas vezes escreve-

mos o algarismo 57

(a) 250 (b) 270 (c) 271 (d) 280 (e) 292
Resp. D

2. (OMRN-13, [? ])

crescente) numa fila a lista dos primeiros 2013

Escrevem-se (em ordem

nameros inteiros positivos
1234567891011...2010201120122013

que digito aparece menos vezes na lista?
Resp. 0

3. (OBM-98, [? ]|) As figuras a seguir sao cons-

truidas com palitos pretos e brancos. Para
construir as figuras, os palitos pretos foram
colocados apenas nas bordas e os brancos ape-
nas no interior. A figura de nimero n corres-

ponde

o
HpEEp .
HEEERNN
|| Il

a um retangulo 3 por n. Continuando esse
procedimento, quantos palitos brancos tere-
mos na figura 20027

(a) 2001 (b) 4004 (c) 12006 (d) 10007
(e) 10010
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Resp. D

4. (OBM-99, [? |) Joaozinho brinca de formar
quadrados com palitos de fésforo como na fi-

gura a seguir.

A quantidade de palitos necesséaria para fazer
100 quadrados é:
(a) 296 (b) 293 (c) 297 (d) 301 (e) 280

Resp. D

5. Escrevendo os ntmeros em ordem crescente
123456 ...999910000, de 1 até 10000, quantas

vezes ocorre o grupo 537

Resp. 411

6. (OBM-04, [? ]) O arranjo a seguir, composto
por 32 hexagonos, foi montado com varetas,
todas com comprimento igual ao lado do he-

XA4gono.

SeEave

Quantas varetas, no minimo, sao necessarias
para montar o arranjo?
(a) 113 (b) 123 (c) 122 (d) 132 (e) 152

Resp. B
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2. Solucgoes de Olimpiadas

Nesta edicao apresentaremos a resolucao de trés
questoes discursivas da prova da Olimpiada Per-
nambucana de Matematica (OPEMAT) do ano de

2017 referentes ao nivel 1.

Questao 1. Enumera-se de 1 até n as paginas de

um livro.

a) Ao somar esses nimeros, por engano, um de-
les é somado duas vezes obtendo o resultado
incorreto 1819. Qual o nimero que foi somado

duas vezes?

b) E se soubessémos que contamos repetida-
mente nao apenas uma, mas duas péaginas:
sendo uma contada trés vezes e outra duas.
Com a soma errada dando 1819, quais seriam
os possiveis pares de paginas que foram soma-
dos mais de uma vez? Em cada par indique
qual péagina poderia ter sido somada trés e

duas vezes.

Questao 2. Alice escreve os numeros de 1 até 15
no quadro negro. FEla escolhe nimeros a e b ar-
bitrarios, apaga-os e escreve no quadro o ndmero
ab + 2a + 2b + 2. Qual nimero estard no quadro

apos Alice realizar este procedimento 14 vezes?

Questao 3. Considere o quadrilatero convexo
ABCD a seguir. Sejam P, (), R e S os pontos
médios dos lados AB, BC', CD e DA, respectivi-
mente, e £/ um ponto no interior de ABCD. Utilize
a notacao [P, P, Py Py] para expressar area do quadri-
latero Py P, P3Py e a notacao [P, P, Ps] para indicar

a area do triangulo P, P, Ps.
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1. Demonstre a relagao [APES] + [CREQ| =
[DSER] + [BQEP],
Sugestao: Considere os os segmentos que

unem o ponto E aos vértices do quadrilatero.

2. Prove que [QCR] = 1[BCD], Conclua que
[APS] + [QCR] = 1[ABCD)].
3. Determine a éarea do triangulo SPFE sabendo-
se que as areas de QRE e ABCD medem

5cm? e 60cm? respectivamente.
Resolucao

Questao 1.

a) Como1+2+...+n=n(n+1)/2=.25,, te
mos que 228 = 1770 < 1819 < %5 — 1830.
Dai S,, = 1770 e n = 59, portanto a pagina
49 = 1819—1770 foi contada duas vezes. Note
que o livro nao poderia ter um niimero menor
de paginas, por exemplo se S, = 1711, i.e.,
n = 58 a pagina 108 = 1819 — 1711 deveria
ter sido somada duas vezes. Isto seria uma

contradicao, tendo em vista que o livro nao

possui a pagina 108.

b) As maneiras de escrever 49 como soma
de trés sendo dois repetidos
sao: 1+1+47; 24+2+45; 3+3+43; 4-+4+41;
54+5+39;  6+6+37;, T7+T7+35;  8+8+433;
9+9+31; 10+10+29; 11+11+427; 12+12+25;
13+13+-23; 14+14+-21; 15+15+19;
16+16+17; 17+17+15; 18+18+-13;
19+19+411; 20+20+9; 21421+7; 22422-+5;
23+23+3; 254+25+1.

numeros,

As duas primeiras parcelas das somas acima
representam a pagina que foi contada trés ve-
zes e a ultima a péagina que foi contada duas
vezes. Exemplo, 14414421 representa a ma-
neira de contar trés vezes a pagina 14 e duas

vezes a pagina 21.

Questao 2. Note que a quantidade obtida so-
mando dois a cada ntimero do quadro que depois
multiplicando os resultados ¢ preservada em cada

etapa do procedimento realizado por Alice. Essa

quantidade é 177' Desse modo, na ultima etapa do

procedimento o nimero que vai restar no quadro

apos 14 etapas ¢ 177' — 2. [

Questao 3.

1. Considere os segmentos que unem o ponto F
aos vértices do quadrilatero. Desta forma, di-
vidimos o quadriatero em triangulos cujas ares

estao representadas na figura:

Logo, [APES]+ [CREQ|=z+y+ 24w =
[DSER] + [BQEP]

2. Note que os triangulos BC'D e QC'D sao se-
melhantes pelo critério LAL pois o angulo
de vértice C' é comum aos dois triangulos e
seus lados sao respectivamente proporcionais
de razao % Logo a razao entre suas areas é
igual ao quadrado da razao de semelhanga,

ou seja:

[QCR] 1
[BCD] ~ 4

. [QCR] = }L[BC’D].
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Utilizando-se do mesmo raciocinio, podemos

concluir que

(APS] = }L[ABD].

Somando as duas expressoes, obtemos

1

[APS]+[QCR] = {[ABD]+ ;[BCD)

([ABD] + [BCD])

e Bl Ml ol B

[ABCD].
3. Do item (1), temos que:

[APES] + [CREQ] = %[ABCD]

1
[APS]+[SPE|+[QRE|+[QCR]| = §[ABC’D]
Usando o item (2), segue-se que:

1 1[

[SPE] + [QRE] + {[ABCD] = [ABCD].

Consequentemente,

[SPE] + [QRE] = i[ABCD].

Dai,

1
[SPE] +5 = 1.60 = [SPE] = 10.

3. Curiosidades

PrimeGrid
Por Danilo da Nobrega Santos!

Os numeros primos tem fundamental importan-
cia nos sistemas criptograficos, utilizados na segu-

ranca de computadores. De forma geral, quanto

maior for o niimero primo usado em tal sistema mais
seguro o tornara, deixando seu computador mais
protegido de possiveis invasores. Nesse contexto é
que surge o PrimeGrid, que nada mais é que um
grande projeto computacional com o intuito de en-
contrar e registrar primos com o maior niimero de
algarismos. Além disso, o projeto também é res-
ponsavel por produzir e fornecer material educativo
sobre ntimeros primos, contribuindo assim para o
crescimento do conhecimento matematico.

O PrimeGrid hoje faz uso da plataforma Ber-
keley Open Infrastructure for Network Computing
(BOINC) que é uma projeto de base comunitaria
que permite que o tempo ocioso de seu computador
seja usado para desenvolvimento de projetos cienti-
ficos em diversas partes do mundo, nas mais diver-
sas areas do conhecimento, em particular o Prime-
Grid. Gostou, achou interessante a proposta do Pri-
meGrid? Vocé tembém pode fazer parte do projeto
e participar do desenvolvimento das pesquisas em
ndmeros primos e consequentemente em sistemas
criptograficos. Para tanto, basta apenas acessar a
pagina do projeto (https://www.primegrid.com),
fazer download do programa BOINC, instalé-lo cor-
retamente e adicionar o Projeto PrimeGrid, e dessa
forma usar o tempo ocioso do seu computador para
contribuir na descoberta ntimeros primos com cada

vez mais algarismos.
Referéncias
[1] PrimeGrid Project: https://www.primegrid.com

[2] BOINC Open-source software for volunteer com-

puting: http://boinc.berkeley.edu/

4. Indicacoes de Leituras

TAO, Terence.
matematicos. Rio de Janeiro: SBM (Colegao do
Professor de Matemaética), 2013.

Como resolver problemas

Thiago Dias 2

!Professor do Departamento de Matemaética da Universidade Federal Rural de Pernambuco.
2Professor do Departamento de Matematica da Universidade Federal Rural de Pernambuco.
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Terence Tao, 42, é um matematico australiano,
famoso por ganhar a medalha de ouro nas Olimp{a-
das Internacionais de Matemaética (IMO) em 1988
aos 13 anos e a Medalha Fields - o mais prestigi-
0so prémio concedido a jovens matemaéticos - aos
31 anos. Aos 15 anos, escreveu o livro Como re-
solver problemas matematicos, onde apresenta
de maneira simples, clara e divertida sua visao sobre
o tema. A leitura desta obra é valiosa tanto para
participantes de competicoes olimpicas quanto ma-
teméticos profissionais e em formagao.

Tao apresenta uma grande variedade de proble-
mas divididos em topicos, a saber, teoria dos ni-
meros, algebra e anélise, geometria euclidiana e ge-
ometria analitica, e resolve-os enquanto apresenta
os principios gerais mais bésicos que devem ser res-
peitados quando se pretende solucionar um desafio
matematico. Muitos dos problemas propostos sao
dificeis e, ao ler a sua solugao, temos a sensagao
de estar dentro da cabega de Tao acompanhando os
seus pensamentos enquanto ele formula os argumen-
tos, o que torna a leitura muito rica e estimulante.
Além disso, o leitor pode testar suas habilidades fa-
zendo alguns dos excelentes exercicios presentes no
texto.

Para acompanhar os passos deste que é um
dos matematicos mais importantes, produtivos e
criativos da atualidade, acesse o seu blog pessoal
https://terrytao.wordpress.com/ que é atuali-

zado praticamente toda semana.

Referéncias

[1] TAO, TERENCE Como resolver problemas
matematicos. Rio de Janeiro: SBM, 2013 (Colegao
Professor de Matematica), 2014.

[2] Terence Tao. Em: WIKIPEDIA, a enciclopédia
livre. Florida: Wikimedia Foundation, 2016. Dispo-
nivel em:
php?title=Terence_Tao&oldid=806580194..
Acesso em: 10 de setembro de 2016.

https://en.wikipedia.org/w/index.

5. Eventos

Este ¢ um ano importantissimo para a matema-
tica no que diz respeito a grandes eventos realizados

no Brasil.

Fiquem Ligados!!!

e ITI CONGRESO DE EDUCACION MA-
TEMATICA DE AMERICA CEN-
TRAL Y EL CARIBE - II CEMACYC

Universidad del Valle - Cali -

Colombia

— Local:

— Data: 29 a 01 de novembro de 2017

— http://ciaem-redumate.org/cemacyc/

index.php/ii_cemacyc/iicemacyc

e VII ENCONTRO PERNAMBUCANO
DE EDUCACAO MATEMATICA - VII
EPEM

Local: Colégio XV de Novembro - Gara-
nhuns - PE

Data: 02 a 04 de novembro de 2017

Submissao de trabalhos: até 13 de agosto
de 2017

http://www.sbempe.com.br/epem/

e XI Encontro Nacional de Analise Mate-
matica e Aplicagoes (ENAMA)
— Local: Goias
— Data: 8 e 10 de novembro de 2017
— http://www.enama.org
e IV CONGRESSO IBERO-AMERICANO

DE HISTORIA DA EDUCACAO MA-
TEMATICA - IV CIHEM

— Local: Universidade de Murcia - Murcia

- Espanha
— Data: 14 a 17 de novembro de 2017
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— http://www.um.es/cihem4/

e 32 Simposio Nacional da Formagao do
Professor de Matematica
— Local: Rio de Janeiro, RJ
— Data: 17 a 19 de novembro de 2017
— http://www.bieniodamatematica.

org.br/

e X CONFERENCIA NACIONAL SO-
BRE MODELAGEM NA EDUCACAO
MATEMATICA - X CNMEM

— Local: Universidade Estadual de Ma-
ringd (UEM) - Maringa - PR
— Data: 23 a 25 de novembro de 2017

— http://www.uem2017 .wixsite.com/

Xxcnmem

Problema 3 (382 OLIMPIADA BRASILEIRA DE
MATEMATICA - 22 Fase - Nivel 2). Uma lista de
numeros de dois digitos ¢ legal se, a partir de seu
segundo termo, a quantidade de divisores positivos
de cada um é maior que a do nimero que o precede
na lista e, além disso, pelo menos um de seus di-
gitos é maior que um dos digitos do nimero que o
precede. Qual é o tamanho maximo de uma lista

legal?

Mandem solugoes dos problemas propostos para
o e-mail:ematematicaoxente@gmail. com

Para que apreciemos sua solug¢ao e o seu nome
apareca entre os solucionadores de questoes, sua so-
lugao deve ser enviada até 01/12/2017.

7. Solucoes dos Problemas

6. Problemas

Para concluir deixamos para o leitor alguns pro-

blemas. Divirtam-se!!!

Problema 1 (OMERJ - Nivel 3 e Universitario-
2016). Encontre todos os polindémios P com coefi-

cientes reais tais que
aP(x) +yP(y) = 2P(xy)

para todos x e y reais.

Problema 2 (ORMGrande PoA - Nivel 2 - 2014).
A partir de um primeiro ntmero inteiro, construi-
mos sucessivamente uma sequéncia de infinitos in-
teiros usando a seguinte regra: “cada novo nimero
da sequéncia é igual a soma dos quadrados de cada
digito da representagao decimal do ultimo ntimero
da sequéncia”’. Exemplo: tomando como primeiro
nimero 5382, o segundo serd 52432482422 = 102, o
terceiro 12402422 = 5, o quarto 25, etc. Pergunta-
se: tomando 1248 como primeiro nimero, quem sera

0 2014-ésimo nimero da sequéncia?

Nesta edi¢ao apresentamos as solugoes dos pro-
blemas propostos da publicagao vol. 1 , n.2, Ju-
nho de 2017.

Problema 1 (XXVI Olimpiadas paulista de ma-
temdtica). A sequéncia de Fibonacci ¢ definida da
seguinte forma: o termo 0, representado por Fj é
igual a 0, o termo 1 representado por F) é igual
a 1 e, a partir do termo 2, cada termo, represen-
tado por ¢é igual a soma dos dois anteriores, por
exemplo: o termo 2, representado por F, é igual
a Fi+ Fy =140 =1, o termo 3, representada
por F3 = Fy + F; =1+ 1 = 2 e assim por diante.
Dessa forma, os primeiros termos dessa sequéncia
sao: Fy =0, Fy =1, Fb =1, F3 = 2, F, = 3,
Fs=5, Fg =8, F; =13,...

(a) Calcule os termos Fg, Fy, Fig e F1q
(b) Fyo2 € par ou impar? Justifique sua resposta.

Solugao. (a) Note que a formula do termo geral

da sequéncia de Fibonacci é da forma

Fn:Fn—1+Fn—2'
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Dessa forma teremos que Fy = F; + Fg = 21,
F9 - F8+F7 == 34, FlO = F9+F8 - 55,
Fll - F10 + Fg = 89

(b) Os niimeros que surgem na sequéncia de Fibo-
nacci sao chamados de numeros de Fibonacci.
Uma propriedade bastante interessante da tal
sequéncia é se os indices de dois termos desta
sequéncia sao miultiplos, entao os respectivos
ntumeros de Fibonacci também serao multi-
plos. Desta forma, uma vez que F3 = 2, tere-
mos que se um indice da sequéncia de Fibo-
nacci for multiplo de 3 o nimero de Fibonacci
associado a esse indice sera par. Equivalente-
mente, se o indice nao for multiplo de 3, entao
o numero de Fibonacci seréd impar. Portanto,
como 2002 nao é miultiplo de 3, segue que Fygo2

é impar.
[
Problema 2 (2% Olimpiadas Brasileiras de Mate-
mdtica das Escolas Publicas). Na figura, os trian-
gulos ABC' e DEF sao equilateros de lados 14 em

e 13 c¢m, respectivamente, e os lados BC' e FF' sao

paralelos.

B H'-\/S C
D

(a) Calcule a medida do angulo EUT

(b) Calcule o perimetro do quadrilatero

PQRSTU

(c) Seosegmento PQ mede 6¢m, qual é a medida

do segmento ST

Solugcao. (a) Como o tridangulo ABC' é equilatero,
todos os seus angulos medem 60°. Note tam-

bém que BC' e E'F sao paralelos.

()

Logo os angulos EUT e ACB sio alternos in-
ternos. Portanto, EUT = ACB = 60

Como DFEF é um triangulo equilatero te-
mos que UET = 60, e do item (a) sabe-
mos EUT = 60. Como a soma dos angu-

los internos de um triangulo é 180° segue que
UTE =180 — 2 x 60 = 60

A
R VAN

Logo, o triangulo EUT ¢ equilatero, pois to-
dos os seus angulos internos medem 60°. Se-
guindo argumento anélogo podemos concluir
que todos os outros triangulos da figura sao
equilateros. Dai temos QP = PF,UT =UE,
TS =CS e RQ = RB. Consequentemente o
perimetro de PQRSTU seré

QP +PU+UT+TS+ SR+ RQ =
(FP+PU+UE)+ (CS+ RS+ RB)
=FE+CB

=13+ 14

= 27cm

Uma vez que QFP é equilatero, segue que
PQ = 6cm e FP = 6¢cm. Dessa forma tere-
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mos que

PE = FE-FP
= 13-6

= Tecm

Agora note que como BC' é paralelo a FF e
AB é paralelo a DFE, concluimos que o qua-

drildtero PESB é um paralelogramo.

B7\\/STC
D

Assim BS = PE = Tem. Por fim, temos

SC = BC-BS
= 14-7

= Tcm

logo ST = SC' = 7cm, pois o triangulo TC'S
é equilatero.

[]

Problema 3 (XXXV Olimpiadas Cearense de Ma-
temdtica). Um inteiro positivo n diz-se invocado se
existam n inteiros positivos ay,...,a,, dois a dois

distintos, tais que

Por exemplo o ntimero 3 é invocado pois,

S |
2+ 6

w

Mostre que todo inteiro n > 2 é invocado.

Solucao. Pelo enunciado, o nimero 3 é invocado.
Suponha que k£ > 3 seja invocado, isto é, existem

ai, ..., a inteiros positivos tais que

Primeiramente, note que a; > 2 para todo i =
1,...,k pois, caso contrario, todo lado esquerdo da
anterior seria maior que 1. Dessa forma os k + 1

inteiros positivos 2, 2aq, 2as, . . ., 2a; sao dois a dois

(@)
aq Qg

distintos. Além disso,

+

+

N~ N~

1
2
1
2
1

Mostramos entao que k = 3 ¢é invocado e que se
k > 3 é invocado, entao k£ + 1 também é invocado.
Logo, pelo principio da indugao finita, todo inteiro
n > 2 é invocado.

O
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